
 
 
 
 
 
 

Глава 1 
 

Развитие электродинамической теории рассеяния 
в интересах исследования вторичного излучения 
радиолокационных целей 
 

Математическое моделирование вторичного излучения воз-
душных и наземных радиолокационных объектов, требует разви-
тия и уточнения некоторых принципов и методов прикладной 
электродинамики.  Это  даст  возможность  получить  аппарат, по-
зволяющий исследовать задачи рассеяния электромагнитных волн 
при таких усложняющих факторах, как наличие радиопоглощаю-
щих покрытий в сочетании с разнесенным приемом, импульсное, в 
частности, сверхширокополосное зондирование, влияние подсти-
лающей поверхности и др. 

В этой главе излагаются обобщения таких важных принци-
пов электродинамики как интегральная лемма Лоренца и принцип 
зеркальных изображений на ситуации, связанные с наличием в 
пространстве неоднородностей различных типов или полей, отве-
чающих неодинаковым материальным заполнениям пространства. 
На основе этих обобщений, представляющих и самостоятельный 
научный интерес, оказывается возможным получение специаль-
ных интегральных уравнений, позволяющих исследовать влияние 
поглощающих покрытий и других слоистых структур, а также  
подстилающей  поверхности  на  вторичное  излучение  радиоло-
кационных целей.                                            
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Другой круг вопросов, рассматриваемых в этой главе, дает, 
в конечном счете, развитие метода стационарной фазы и физиче-
ской оптики с практическими выходами в задачи радиолокации 
при нестационарном зондировании и разнесенном приеме. 

Кроме  того, в этой главе содержатся новые  результаты, 
относящиеся к связи эффективных поверхностей рассеяния трех-
мерных ЭПР с ЭПР соответствующих двумерных моделей, что 
представляет несомненный интерес в вычислительном плане. 

 
1.1. Обобщение интегральной леммы Лоренца на случай 
полей,  отвечающих  неодинаковым материальным заполне-
ниям области 

 
Эффективным средством исследования и численного реше-

ния ряда практически важных задач прикладной электродинамики 
и радиолокации  оказываются  интегральные  представления,  в 
которых основное и вспомогательное поля могут соответствовать 
различным и, в общем случае, неоднородным заполнениям неко-
торых областей пространства,  что  делает  целесообразным при 
построении  таких  представлений использование  надлежащим 
образом обобщенной леммы Лоренца. 

В данном разделе дано такое обобщение леммы Лоренца 
[9],  с помощью  которого, например, могут  быть построены  и 
исследованы интегральные представления полей, дающие поправ-
ки, которые вносят диэлектрические и радиопоглощающие неод-
нородности внешней среды в поле, дифрагированное на системе 
металлических рассеивателей (п. 1.2). 

Пусть в области  V   при  ее  заполнении  изотропной, но 
неоднородной (вообще говоря) средой с проницаемостями , 

 и при наличии в ней сторонних электрических токов с плот-

ностью 

( )x1ε

( )x1μ

( )xJ e
1

r
 возникает поле ( )xE1

r
, ( )xH1

r
, а проницаемостям 

, ( )x2ε ( )x2μ  и сторонним токам ( )xJ e
2

r
 отвечает (возможно при 
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других граничных условиях) поле ( )xE2

r
, ( )xH2

r
. Таким образом, в 

области V  
 

  ααα μω= HjErot
rr

,1    

  .,JEjHrot e 21, =α+εω−= αααα

rrr
 (1.1) 

 

При обычных предположениях о гладкости входящих в (1.1) 
функций в области  вплоть до ее граничной поверхности V L  из 
(1.1) вытекает равенство 
 

  ( ) ( )[ ] ( ) +⋅με−μεω=μ×+μ×− 212211112221 EEjHEHEdiv
r r r r r r

   

  ( )[ ] ( )[ ] .EHJEHJ ee
2111112222

rrrrrrrr
⋅×μ∇+μ−⋅×μ∇+μ+  (1.2) 

 

Отсюда, в силу теоремы Остроградского-Гаусса [10], 
 

  [ ] ( ) +⋅με−μεω=⋅μ−⋅μ ∫∫ ⊥⊥

VL

TT dVEEjdSHEHE 212211121212

rrrrrr
   

  ( )[ ] ( )[ ]{ }∫ ⋅×μ∇+μ−⋅×μ∇+μ+
V

ee .dVEHJEHJ 2111112222

rrrrrrrr
 (1.3) 

 

Здесь символы вида TA
r

, ⊥B
r

 имеют следующий смысл: 
 

     ( )AnnAAT rrrrr
⋅−= , BnB

rrr
×=⊥ ,    (1.4) 

 

причем  – орт внешней нормали к V . nr

Отметим, что формула (1.3) при const=ε=ε 12 , 
 переходит в обычное интегральное соотношение 

Лоренца. 
const=μ=μ 12

Из соотношения (1.3) путем замены 
 

                                                 
1 Везде в монографии временная зависимость полей предполагается вида 

 ( )tjexp ω−
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      αα ↔ HE
rr

, me JJ αα −↔
rr

, ( )21,=αμ↔ε αα        
 

выводится равенство, справедливое для полей, возбуждаемых маг-
нитными токами. 
 

  [ ] ( ) +⋅με−μεω=⋅ε−⋅ε ∫∫ ⊥⊥

VL

TT dVHHjdSHEHE 212211211122

rrrrrr
   

  ( )[ ] ( )[ ]{ }∫ ⋅×ε∇−ε−⋅×ε∇−ε+
V

mm .dVHEJHEJ 2111112222

rrrrrrrr
 (1.3') 

 

Формулы типа (1.3) и являются обобщением известной 
леммы Лоренца  [4,  10]  на случай неоднородных сред и полей, 
соответствующих двум различным материальным заполнениям 
рассматриваемой области V . 

Если область  бесконечна, то (как и в  обычной лемме 
Лоренца) для справедливости соотношений (1.3), (1.3') достаточно 
потребовать,  чтобы  сторонние токи  были распределены лишь  в 
какой-то конечной области, а поля удовлетворяли условиям излуче-
ния [4, 10]. 

V

Другая форма обобщения леммы Лоренца была получена в 
более поздних работах [11, 12]. 

 
1.2. Применение обобщенной леммы Лоренца к получению 
интегральных  представлений  возмущений,  вносимых  во  
вторичное излучение радиопрозрачными и поглощающими 
слоистыми структурами 

 
Примем, что L  есть совокупность поверхностей, ограничи-

вающих извне идеально проводящие рассеиватели , 
а во внешней области V , характеризуемой проницаемостями , 

, задано распределение сторонних электрических токов с 

плотностью 

+++
MV,,V,V K21

( )xε

( )xμ

( )xJ er  или, что равносильно, эквивалентных магнит-
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ных токов ( )xJ mr . Соответствующее полное поле E
r

, H
r

 удовле-
творяет условию 

 

  0=
L

TE
r

. (1.5) 

 

Задача состоит в получении таких интегральных представ-
лений поля E

r
, H
r

, которые позволяли бы эффективно оценивать 
роль отдельных рассеивателей либо роль физических свойств сре-
ды, заполняющей область , в формировании этого поля. Для 
этого поле 

V

E
r

,  H
r

 сопоставляется  с  некоторыми  вспомогатель-
ными ("эталонными") полями посредством обобщенной леммы 
Лоренца (1.3). 

Введем в область V  вспомогательное поле (поле "электри-
ческого типа")  ( )p, r

r
xxe

0E ,  ( )p,xxe rr
0H ,  удовлетворяющее  в 

области V  уравнениям 
 

  ee jrot HE
rr

0μω= ,   

  ( )00 xxpjjrot ee −δω−εω−=
rrr

EH , (1.6) 
 

(  – проницаемости свободного пространства, 00 με , Vx ∈0 ) и тем 

или иным граничным условиям на L  (формулируемым в каждом 
конкретном рассмотрении дополнительно). Аналогичным образом 
можно ввести поле "магнитного типа". 

Рассмотрим случай, когда материальные среды (однород-
ные или кусочно-однородные) распределены лишь в некоторой 
части  T   области  V ,  дополнение же    есть область  
свободного пространства. Однородные среды отделены одна от 
другой и от области −  гладкими поверхностями 1 , 

и таким образом, образуют слоистую структуру. Кроме того, рас-

T\VV =−

V  NS,,S,S K21

                                                 
1  – поверхности, замкнутые либо уходящие на бесконечность или же имею-
щие край (краевые линии), принадлежащий границе  области V . 

iS
L
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смотрим только распределения сторонних источников в области 
, где −V ( ) 0μ≡μ x , ( ) 0ε≡ε x . Применим далее в области  обоб-

щенную лемму Лоренца к полю 

V

( )xEE
rr

=1 , ( )xHH
rr

=1 , для которо-

го , ( )xε=ε1 ( )xμ=μ1 , ( )xJJ ee rr
=1  и к полю ( )p,xxE e rrr

02 E= , 

( )p,xxH e rrr
02 H= , для которого 02 ε=ε , , 02 μ=μ

( )02 xxpjJ e −δω−=
rr

 (при произвольной ориентации pr ). При этом 

воспользуемся  принципом  суперпозиции  и  тем фактом, что 
вблизи  iS

 

  ( ) ( ) ( )nnnn
n

n iii δμΔ=δμ−μ=
∂
μ∂

=μ∇ −+ rrrr
,   

  ( ) ( ) ( ).nnnn
n

n iii δεΔ=δε−ε=
∂
ε∂

=ε∇ −+ rrrr
 (1.7) 

 

Здесь  – орт нормали к ,  – координата, отсчитываемая по 

нормали, причем  на ,  в направлении 

nr iS n

0=n iS 0>n nr , ( )nδ  – дель-

та-функция;  – предельные значения −+ μμ ii , ( )xμ  на  соответст-

венно со стороны положительных и отрицательных . 
iS

n
Тогда, из (1.3) получим равенство 
 

  ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) +⋅μ=−⋅μω ∫ ⊥

L

eT dSxHp,xxxxxEpj
rrrrrr

0000 EE    

  ( ) ( )[ ] ( ) ( ) −⋅με−μεω+ ∫
T

e dVp,xxxExxj rrr
000 E    

  ( ) ( ) .dSxHp,xx
iS

eT
N

i
i ∫∑ ⊥

=

⋅μΔ−
rrr

0
1

E  (1.8) 

 

Аналогичное интегральное представление вектора магнит-
ной напряженности H

r
 выводится из (1.3'): 
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  ( ) ( )[ =−⋅εω 000 xxHqj H ]rrr    

  ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫ −⋅με−μεω=
V

m dVq,xxxHxxj rrr
000 H    

  ( ) ( ) +⋅ε− ∫ ⊥

L

mT dSxHq,xx
rrr

00 E    

  ( ) ( )∫∑ ⊥

=

⋅εΔ+
iS

mT
N

i
i .dSxEq,xx

rrr
0

1
H  (1.8') 

 

Здесь ( )0xE
r

, ( )0xH
r

 – векторы электрической и магнитной напря-

женности эталонного поля, возбуждаемого в области пространства 
 теми же сторонними источниками, которые в реальной среде, 

заполняющей  V , возбуждают поле  
V

( )0xE
r

,  ( )0xH
r

,  однако при 

других граничных условиях на L , определяемых структурой и 
граничными  свойствами  выбранного  вспомогательного  поля  
точечного источника, например для ( )0xE

r
, в соответствии с фор-

мулой 
 

( ) ( ) ( )∫
−

⋅=⋅ω−
V

ee .dVp,xxxJxpj rrrrr
00 EE  

 

Если теперь в представлении (1.8) положить 0
00 rxx rrr

=  и 

∞→0xr , то получим интегральное представление для векторной 

комплексной диаграммы направленности ( )0rE rr : 
 

  ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) +⋅μ=−⋅μω ∫ ⊥

L

eT dSxHp,rxxrrEpj
rrrrrrrrr 000

0 EE    

  ( ) ( )[ ] ( ) ( ) −⋅με−μεω+ ∫
T

e dVp,rxxExxj rrrr 0
00 E    

  ( ) ( ) .dSxHp,rx
iS

eT
N

i
i ∫∑ ⊥

=

⋅μΔ−
rrrr 0

1
E  (1.9) 
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В представлении (1.9) поле ( )p,rxe rrr 0E , ( )p,rxe rrr 0H  возбуж-

дается плоской волной: 
 

  ( ) ( )[ ] (( xrkjexprprpkp,rxe rrrrrrrrr
⋅−⋅−

ε
μ

ω= 0
0

00

0

02
0

0
0E )),   

  ( ) ( ) ( )( )xrkjexpprkp,rxe rrrrrrr
⋅−×ω−= 0

0
02

0
0

0H , (1.10) 
 

где 000 μεω=k . 

Если в качестве вспомогательного поля в (1.9) использовать 
решение уравнений (1.6), удовлетворяющее при Vx ∈0  гранично-

му условию 
 

  ( ) 00 =
∈Lx

eT p,xx rr
E , (1.11) 

 

то есть выбрать в качестве вспомогательного поля поле точечного 
источника, расположенного в точке , с вектор-моментом 0x pr  в 

присутствии идеально проводящих рассеивателей с поверхностью 
L , то представление (1.9) примет следующий вид: 

 

  ( ) ( )[ =−⋅μω 00
0 rrEpj ]rrrrr

E    

  ( ) ( )[ ] ( ) ( ) −⋅με−μεω= ∫
T

e dVp,rxxExxj rrrr 0
00 E    

  ( ) ( ) .dSxHp,rx
iS

eT
N

i
i ∫∑ ⊥

=

⋅μΔ−
rrrr 0

1
E  (1.12) 

 

Таким  образом,  в этом  случае  ( )0xE
r

,  ( )0xH
r

  означает  поле,  

возбуждаемое данными источниками при отсутствии материаль-
ных сред,  а  представление  (1.12)  дает  выражение  поправки,  
вносимой в дальней зоне наличием среды T . 
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В простейшем случае, когда 0μ≡μ , представление (1.9) 

приобретает особенно простой вид при любом pr  и Vx ∈0 : 
 

  ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) .dVp,xxxExxEp
T

e∫ ⋅ε−ε=−⋅
rrrrrr

0000 EE  (1.13) 

 

Из (1.13) получаем поправки  к комплексной  диаграмме 
направленности: 

 

  ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) .dVp,rxxErrEp
T

e∫ ⋅ε−ε=−⋅
rrrrrrrrr 0

0
00 EE  (1.14) 

 

Если поля ( )0xE
r

, ( p,xx )rr
0E  известны, то при Tx ∈0  равен-

ство (1.13) есть интегральное уравнение относительно поля, воз-
буждаемого в среде T . 

В этом случае, когда многообразие T  представляет собой 
совокупность тонких слоев диэлектрика  (толщина  δ   которой 
мала), из соотношения (1.13) могут быть получены асимптотиче-
ские формулы, тем более точные, чем меньше безразмерный пара-
метр 0λδ=δ . При малом δ  интегральный член в (1.13), как сле-

дует ожидать из физических соображений, должен быть малым. 
Можно показать, что этот интеграл, равно как и вообще интеграл 
вида 

 

( ) ( ) ( )∫ ⋅=
T

e dVp,xxxFxI rrr
00 E  

 

с гладкой в области T  (вплоть до ее границы) вектор-функцией 
( )xF
r

, допускает при Tx ∈0  оценку 
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  ( ) .constxI δ≤0
1 (1.15) 

 

Из равенства (1.13) и оценки вида (1.15) следует, что при 
 Tx∈

 

( ) ( ) ( )δ+= OxxE E
rr

, 
 

поэтому из (1.14) получаем 
 

  ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )δ+⋅ε−ε=−⋅ ∫ odVp,rxxrrEp
T

e rrrrrrrrr 0
0

00 EEE . (1.16) 

 

Равенства типа (1.16) и могут служить расчетными форму-
лами с оценкой погрешности ( )δo . 

Рассмотрим еще одно из возможных применений обобщен-
ной  леммы  Лоренца.  Пусть  некоторая   идеально  проводящая  
поверхность L  покрыта слоем T  радиопоглощающего материала 
(рис. 1.1) с проницаемостями , 1ε 1μ . 
 

 
Рис. 1.1. Идеально проводящая поверхность, покрытая слоем 

радиопоглощающего материала 
 

                                                 
1 Оценка (1.15) нетривиальна, ибо ее получение основано (в конечном счете) на 

оценивании сингулярных интегралов вида ( ) ( ) Vd
R

RRppx
T
∫

⋅+−
Φ 3

003
rrrr

, 

где 0xxR
rrr

−= , RR
r

= , RRR
rr

=0 . 
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Пусть, далее, известно поле ( )22 HE
rr

, , порожденное электри-

ческим диполем ( 02 xxpjJ e −δω−= )rr 1 в присутствии указанной 

рассеивающей поверхности, но для проницаемостей материала 
слоя T  , 2ε 2μ . Необходимо определить поле 1E

r
, порожденное 

сторонними источниками (с плотностью тока eJ1

r
), расположенны-

ми в области , в присутствии радиопоглощающего слоя −V T  на 
металлической подложке L . При этом известно, что значение  
близко к , а 

1ε

2ε 1μ  к 2μ . 

Пусть точка наблюдения . Применим обобщенную 

лемму Лоренца (1.3) к полям 

−∈Vx0

( )11 H,E
rr

 и ( )22 HE
rr

,  в области  с 
границей 

−=VV
SV =∂ . В результате получим соотношение: 

 

  ( ) ( )[ ] ( )∫ ⊥⊥ ⋅−⋅=−⋅ω−
S

TT dSHExExEpj 12210201

rrrrrrr
EH . (1.17) 

 

Пусть, далее, область TV = , а ее граница LSV U=∂ . Применение 
леммы (1.3) к тем же полям в этом случае дает 
 

  { } ( )∫∫ ⋅με−μεω=⋅μ−⋅μ ⊥⊥

TS

TT dVEjdSHE 212211121212 EEH
rrrrrr

. (1.18) 

 

Домножая (1.17) на 1μ  и вычитая полученное равенство из (1.18), 
придем к соотношению: 
 

                                                 
1 Отметим, что, воспользовавшись принципом суперпозиции, поле 2E

r
, порож-

денное заданным сторонним распределением тока eJ1
r

, можно представить с 
помощью равенства: 

( ) ( )∫ ⋅=ω−
V

e dVp,xxJxEpj
rrrrr

02102 E , где  содержит все сторонние источники 

излучения. 

V
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  ( ) ( )[ ] ( ) −⋅μ−μ=−μω ∫ ⊥

S

T dSExExEpj 211202011 H
rrrrr    

  ( ) .dVEj
T
∫ ⋅με−μεω− 212211 E

rr
 (1.19) 

 

Проделав аналогичные преобразования в случае, когда 
, получим интегральное уравнение для поля Tx ∈0 1E

r
 в слое T : 

 

  ( ) ( ){ } ( ) −⋅μ−μ=μ−μω− ∫ ⊥

S

T dSExExEpj 2112021012 H
rrrrr    

  ( ) .dVEj
T
∫ ⋅με−μεω− 212211 E

rr
 (1.20) 

 

Из уравнения (1.20) с учетом малости величин 21 μ−μ , 

21 ε−ε  можно получить асимптотическое представление для поля 

 при ( 01 xE
r

) Tx ∈0 . Главный член этой асимптотики, очевидно, 

имеет вид 
 

  ( ) ( )02
2

1
01 ~ xExE

rr

μ
μ . (1.21) 

 

Проведя один раз итерирование уравнения (1.20), подставив с этой 
целью (1.21) в подынтегральное выражение правой части (1.20), 
получим уточненное асимптотическое представление поля  

в слое 

( )01 xE
r

T : 
 

  ( ) ( ) +
μ
μ
⋅⋅ω−⋅ω−

2

1
0201 ~ xEpjxEpj

rrrr    

  .dVEjdSE
TS

T ∫∫ ⋅
μ
μ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ε−

μ
μ

εω−⋅
μ
μ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
μ
μ

−+ ⊥
22

2

1
2

2

1
122

2

1

2

11 EH
rrrr

 (1.22) 
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1.2. Применение обобщенной леммы Лоренца … 
 

Использовав соотношение (1.22) в  правой  части  (1.19), 
получим выражение для поля ( )01 xE

r
 при , которое дает 

возможность находить поле 

−∈Vx0

1E
r

 в области, внешней по отношению 

к рассеивающей поверхности, через значения полей 2E
r

, , , 
получающихся при другом материальном заполнении области 

2E
r

2H
r

T . 
В заключение отметим, что круг возможных практических 

приложений приведенного в разделе 1.1 обобщения леммы Лорен-
ца довольно широк. Например, интегральное представление (1.8) 
можно применить не только к структуре, состоящей из идеально 
проводящих рассеивателей и поглощающих сред, но и к оценке 
влияния радиопрозрачных оболочек (например, обтекателей) на 
прохождение и рассеяние электромагнитных волн.                  

 
1.3. Обобщенный принцип зеркальных изображений и его 
приложения к решению некоторых задач рассеяния волн 

 
Основное содержание настоящего раздела составляет опи-

сание строгих и физически интерпретируемых математических 
моделей рассеяния для различных типов рассеивающих объектов 
(идеальных  проводников,  идеальных   магнетиков,   идеально  
поглощающих объектов), находящихся над подстилающей по-
верхностью, а также математической модели апертурной антенны, 
закрытой какой-либо радиопрозрачной конструкцией (обтекате-
лем, антенным укрытием и т.п.). В связи с решением последней 
задачи в разделе дано также обобщение принадлежащей 
Я.Н. Фельду [13] принципиально важной трактовки метода экви-
валентных токов для расчета поля апертурной антенны на тот слу-
чай, когда антенна излучает в полупространство, содержащее рас-
сеиватели-диэлектрики, проводники, магнетики. При этом оказа-
лось необходимым надлежащим образом обобщить классический 
принцип зеркальных изображений. 
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Глава 1. Развитие электродинамической теории рассеяния …  
 

1.3.1. Обобщенный принцип зеркальных изображений 
 

Введем обозначение полупространства ( )03 >Ω+ x  и его 

зеркального изображения . Область ( 03 <Ω− x ) +Ω  содержит: 

а) идеально проводящие рассеиватели, совокупность гра-
ничных поверхностей которых обозначаем как , так что ES

0=
ES

TE
r

; 

б) рассеиватели  –  идеальные  магнетики,  на  граничной  
поверхности которых ( )HS  

0=
HS

TH
r

; 

при этом часть , полупространства +Ω1
+Ω , граница которой со-

стоит из плоскости ( )03 =xS , ,  заполнена изотропной и, 

вообще говоря, неоднородной средой с комплексными проницае-
мостями  

ES HS

( )xrε ,  ( )xrμ ,  которые могут  иметь  и поверхности  раз-
рыва непрерывности (границы раздела). 

Введем также обозначение , для зеркального изображе-

ния области  в плоскости  и рассмотрим "симметризован-

ную" область  с симметричными по геометриче-
ской конфигурации и физическим свойствам рассеивателями  и 
заполняющей средой, в которой 

−Ω1

+Ω1 S
−+ ΩΩ=Ω 111 UU S

 

  
( ) ( )
( ) (⎩

⎨
⎧

μ≡−μ
ε≡−ε

.x,x,xx,x,x
x,x,xx,x,x

321321

321321

)  (1.25) 

 

Введем необходимую символику: если { }321 A,A,AA =
r

 – какое-

либо векторное поле, то ; в частности, если ради-

ус-вектор точки 

{ 321 A,A,AA −=′
r

}
( )321 x,x,xx =r , то ( )321 x,x,xx −=′

r . Тогда имеет 
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1.3. Обобщенный принцип зеркальных изображений … 
 

место следующее утверждение ("обобщенный принцип зеркаль-
ных изображений"). 

Пусть ( )p,xx rr
00E , ( p,xx )rr

00H  – поле, возбуждаемое в 

симметризованной области  электрическим диполем момента 1Ω

pr , расположенным в точке 10 Ω∈x . Тогда для каждой точки 

 имеют место равенства 1Ω∈x
 

  ( ) ( )p,xxp,xx rrrr
0000 ′′=′′ EE , (1.26) 

 

  ( ) ( )p,xxp,xx rrrr
0000 ′′−=′′ HH , (1.27) 

 

которые  и  выражают  обобщенный  принцип  зеркальных  изо-
бражений. 

Строгий вывод этих равенств (вполне естественный с точки 
зрения физической интуиции) может быть основан на следующем, 
легко проверяемом соотношении: 

 

  ( ) ( )( )
xx

xArotxArot
′⇒

′
−=′′

rr
 (1.28) 

 

(символ xx ′⇒  означает здесь, что, вычислив вектор ( )( )′− xArot
r

, 
нужно заменить x  на x′ ). Введем краткие обозначения: 
 

( ) ( )p,xxx rrr
000 EE = , ( ) ( )p,xxx rrr

000 HH = , 
 

( )( ) ( )p,xxx rrr
00

1
0 ′′=EE , ( )( ) ( )p,xxx rrr

00
1

0 ′′−= HH . 
 

Тогда из уравнений Максвелла 
 

( ) ( ) ( )xxjxrot 00 HE
rr

μω= , 
 

( ) ( ) ( ) ( )000 xxpjxxjxrot −δω−εω−=
rrr

EH . 
 

 29 



 
Глава 1. Развитие электродинамической теории рассеяния …  
 

Воспользовавшись соотношениями (1.25), (1.28), выводим 
 

  ( )( ) ( ) ( )( ) =
′

−=′′=
′⇒xx

xrotxrotxrot 00
1

0 EEE
rrr

   

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxjxxj 1
00 HH
rr

μω=′′′μω−= ; (1.29) 
 
аналогично получается 
 

  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).xxpjxxjxrot 0
1

0
1

0 ′−δ′ω−εω−=
rrr

EH  (1.30) 
 

Таким образом, ( )( )x1
0E
r

, ( ) ( )x1
0H
r

 есть поле, возбуждаемое 

током ( ) ( )00 xxpjxJ ′−δ′ω−=
rr

. Далее непосредственно проверяется 

выполнение граничных условий на ,  и на их зеркальных 
изображениях. 

ES HS

Например, так как на  ES ( ) ( )xnx n00 EE
rr

=  ( nr – орт норма-

ли), то ( ) (xnx n ′′=′ 00 EE )rr
, откуда ( )( ) ( ) ( )xnxx nSE

00
1

0 EEE
rrr

=′′=  и, сле-

довательно, ( ) 01
0 =

ES
TE

r
. 

Наконец, поле ( )( )x1
0E
r

, ( ) ( )x1
0H
r

, очевидно, удовлетворяет (в 

случае неограниченной области 1Ω ) и условиям излучения. 
В силу единственности рассматриваемой здесь граничной 

задачи из уравнений (1.29),  (1.30), граничных соотношений на  
,  и на их зеркальных изображениях (и условий излучения, 

если  неограничена) получаем, что поле 
ES HS

1Ω ( )( )x1
0E
r

, ( ) ( )x1
0H
r

 совпа-

дает с полем  ( )p,xx ′′ rr
00E ,  ( )p,xx ′′ rr

00H , что и доказывает  наше 

утверждение. 
По поводу этого утверждения необходимо сделать сле-

дующие замечания. Во-первых, аналогичное утверждение спра-
ведливо   и   для   полей,   возбуждаемых   магнитными   диполями.  
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1.3. Обобщенный принцип зеркальных изображений … 
 

Во-вторых, с помощью принципа суперпозиции и интегрального 
представления 

 

( ) ( ) ( )∫
Ω

−δ=
1

000 xdVxxxJxJ
rr

 

 

принцип зеркальных изображений в приведенной выше форме 
(примененный  в  [14 – 16])  переносится  на  поля,  возбуждаемые 
любыми сторонними токами. 

 
1.3.2. О расчете влияния подстилающей поверхности на рас-
сеивающие свойства цели 

 
Пусть плоскость  (будем считать ее идеально проводя-

щей) ограничивает полупространство, содержащее рассеивающий 
объект с граничной поверхностью  (идеальный проводник либо 
идеальный магнетик). 

Σ

S

Стандартный метод получения интегрального уравнения 
для поверхностных токов, возбуждаемых заданными сторонними 
источниками, расположенными в рассматриваемом полупростран-
стве (метод, основанный на интегральных соотношениях типа 
Стрэттона-Чу [10]), приводит к уравнениям, содержащим не толь-
ко интеграл по поверхности рассеивателя , но и по безграничной 
плоскости 

S
Σ , что резко затрудняет численное решение. Примене-

ние же принципа зеркальных изображений в обобщенной форме 
позволяет получить токовое интегральное уравнение с интегриро-
ванием лишь по , которое может служить основой для устойчи-
вых и эффективных вычислительных алгоритмов. Ниже приводит-
ся соответствующий вывод. 

S

Обозначим через  область пространства, ограниченную 

поверхностями  и . Область  может содержать как неодно-
родности среды, так и другие рассеиватели. 

+Ω1

S Σ +Ω1
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Глава 1. Развитие электродинамической теории рассеяния …  
 

Введем обозначения: 
( )xEir , ( )xH ir  – падающая на объект волна; 

( )xE1

r
, ( )xH1

r
 – рассеянное поле; 

( )xE
r

, ( )xH
r

 – полное поле; 

( )p,xxe rr
0E , ( )p,xxe rr

0H  – поле точечного электрического 

диполя в полупространстве, ограниченном плоскостью  Σ , при 
отсутствии объекта ; S

( )q,xxm rr
0E , ( )q,xxm rr

0H  – аналогичное поле точечного 

магнитного диполя. 
Отметим, что с помощью введенного в п. 1.3.1 поля ,  

(поля, возбуждаемого  в  симметризованной  области  1

0E
r

0H
r

Ω   в  отсут-

ствие объекта S ) поле eE
r

, eH
r

 может быть выражено следующим 
образом: 

 

  ( ) ( )p,xxp,xxe ′′−=
rrrrr

0000 EEE , (1.31)  

  ( ) ( )p,xxp,xxe ′′−=
rrrrr

0000 HHH . (1.32) 
 

Это следует из того, что в силу (1.31), (1.26) 
 

( ) ( )p,xxp,xxe rrrrr
0000 ′′−= EEE ; 

 

откуда при Σ∈x  
 

0=
Σ

eTE
r

. 

 

Применив, далее, лемму Лоренца к полям ( )11 H,E
rr

 и 

( )ee ,HE
rr

, а также к полям ( )11 H,E
rr

 и ( )mm ,HE
rr

, учитывая, что поле 

( )ee ,HE
rr

 порождено током ( )0xxpjJ e −δω−=
rr

, а поле ( )mm ,HE
rr

 – 
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током ( 0xxqjJ m −δω−= )rr
 (причем, в первом случае 0=mJ

r
, а во 

втором – 0=eJ
r

), получим соотношения: 
 

  ( ) ( ) ( )[ dSnHnExEpj
S

ee∫
Σ+

−=⋅ω ]rrrrrrrr
1101 EH ,1  (1.33) 

  ( ) ( ) ( )[ ] .dSnHnExHqj
S

em∫
Σ+

−=⋅ω−
rrrrrrrr

1101 EH  (1.34) 

 

Применив лемму Лоренца к полям ( )ii H,E
rr

 и ( )ee ,HE
rr

, и к полям 

( )ii H,E
rr

 и ( )mm ,HE
rr

, получим 
 

  ( )( ) ( )( )[ ] .dSnHnE
S

im,em,ei 0=−∫
Σ+

rrrrrr
EH  (1.35) 

 

Объединив соотношения (1.33), (1.34) с (1.35), получим представ-
ления полного поля: 
 

  ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] dSnHnExExEpj
S

eei ∫
Σ+

−=−⋅ω
rrrrrrrrr

EH00 , (1.36) 

  ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] .dSnHnExHxHqj
S

mmi ∫
Σ+

−=−⋅ω−
rrrrrrrrr

EH00  (1.37) 

 

Рассмотрим два случая: 
A)  – поверхность идеального проводника; в этом случае S
 

0=
Σ

TE
r

, 0=
S

TE
r

; 

 

В)  – поверхность идеального магнетика; при этом S
 

0=
S

TH
r

, 0=
Σ

TE
r

. 

                                                 
1 Здесь и в дальнейшем символ ( )cba rrr

 означает смешанное произведение векто-
ров 
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В случае A при  соотношения (1.36), (1.37) примут вид:  +Ω∈ 10x
 

  ( ) ( )[ ] ( )dSnHxExEpj
S

ei ∫−=−⋅ω
rrrrrr

E00 , (1.38)  

  ( ) ( )[ ] ( )dSnHxHxHqj
S

mi ∫−=−⋅ω−
rrrrrr

E00 , (1.39) 

 

а в случае В: 
 

  ( ) ( )[ ] ( )dSnExExEpj
S

ei ∫=−⋅ω
rrrrrr

H00 , (1.40) 

  ( ) ( )[ ] ( )dSnExHxHqj
S

mi ∫=−⋅ω−
rrrrrr

H00 . (1.41) 

 

Поля ( )ee ,HE
rr

, ( )mm ,HE
rr

 содержат в качестве аддитивной 
составляющей поле электрического (магнитного) диполя в сво-
бодном пространстве. Так, например, 

 
расee HH

rrr
+= 0H , 

 

где расH
r

 представляет собой регулярное поле, а 
 

( ),gpjH e ∇×ω=
rrr

0  
 

( )
0

00

4 xx
xxkjexp

g rr

rr

−π
−

= . 

 

Тогда 
 

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∇⋅−

∂
∂

ω−= gnp
n
gpEjnHE e rrrrrrrr

0  

 

и, если представить оператор ∇  в виде 
r
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1.3. Обобщенный принцип зеркальных изображений … 
 

D
n

n
rrr

+
∂
∂

=∇ , 

 

где D
r

 – тангенциальный дифференциальный оператор, то 
 

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−

∂
∂

⋅ω−= gDnp
n
gpEjnHE Te rrrrrrrr

0 . 

 

Отметим, что функция ng ∂∂  представляет собой ядро потенциа-
ла двойного слоя. 

Если теперь воспользоваться тем, что на поверхности  в 
случае А 

S
0=SnH , а в случае В – 0=SnE  (это вытекает из урав-

нений Максвелла и граничных условий на поверхности ), а так-
же граничными свойствами потенциала двойного слоя и устремить 
точку  к поверхности , то из (1.39), (1.40) могут быть получе-

ны интегральные уравнения:  

S

0x S

 

  ( ) ( ) ( )dSnHxHqjxHqj
S

TmiT ∫=⋅ω+⋅ω−
rrrrrrr

E002
1 , (1.42) 

  ( ) ( ) ( )dSnExEpjxEpj
S

eTiT ∫=⋅ω−⋅ω
rrrrrrr

H002
1 . (1.43) 

 

Уравнения (1.42), (1.43) содержат лишь интегрирование по 
конечной поверхности  и поэтому представляют собой уравне-
ния типа Фредгольма второго рода, которые допускают эффектив-
ное сведение к хорошо обусловленным системам линейных алгеб-
раических уравнений. 

S

Решив интегральное уравнение (1.42), найдем ( )0xH Tr , и, 

подставив его в правую часть (1.38), (1.39), найдем поле ,  

  для любого    в  случае, когда  представляет 

собой поверхность идеального проводника. Аналогично, с помо-

( 0xE Ar )
( )0xH Ar +Ω∈ 10x S
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щью интегрального уравнения (1.43) и  представлений  (1.40),  
(1.41) определим поле  ( )0xE Br ,  ( )0xH Br   для случая, когда  – 

поверхность идеального магнетика. 

S

Воспользовавшись далее моделью Макдональда [17] иде-
ально "черного" тела, можно получить поле, рассеянное рассмат-
риваемым объектом (при наличии подстилающей поверхности) в 
предположении,  что  его  поверхность    обладает  свойствами  
идеально "черного" тела. Это поле 

S

 

     ( )BAC EEE
rrr

+=
2
1 , ( )BAC HHH

vvv
+=

2
1     (1.44) 

 

возникает в результате облучения первичной волной iE
r

, iH
r

 иде-
ально поглощающего (в трактовке  Макдональда)  объекта  при 
наличии подстилающей плоскости и неоднородностей среды. 
 
1.3.3. Расчет поля, возбуждаемого излучающей апертурой в 
присутствии произвольной системы рассеивателей 

 
Пусть апертура  расположена в плоскости 0S ( )03 =xS  и 

излучает в полупространство ( )03 >Ω+ x  поле ( )xE
r

, ( )xH
r

, поро-

ждаемое сторонними источниками, которые расположены в полу-
пространстве ( )03 <Ω− x . Область +Ω  содержит: 

а) идеально проводящие рассеиватели, совокупность гра-
ничных поверхностей которых обозначим как , так что ES

 

  0=
ES

TE
r

; (1.45) 

 

б) рассеиватели  –  идеальные  магнетики,  на  граничной 
поверхности которых ( )HS  
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  0=
HS

TH
r

. (1.46) 

 

При этом часть  полупространства +Ω1
+Ω , граница которой состо-

ит из , , , заполнена изотропной и, вообще говоря, неод-
нородной средой с комплексными проницаемостями 

S ES HS
( )xε ,  ( )xμ , 

которые могут иметь и поверхности разрыва непрерывности (гра-
ницы раздела). В частности, речь  может идти о  наличии в   
радиопрозрачного антенного укрытия  той или иной конструк-
ции (рис. 1.2). 

+Ω
+G

 

 
 

Рис. 1.2. Радиопрозрачное укрытие 
 

Проблема состоит в выводе и физической интерпретации 
строгих и приближенных расчетных формул, выражающих поле 
излучения  через   распределения  в  апертуре  тангенциальных  
составляющих векторов E

r
 и H

r
 (или, что равносильно, через 

плотности эквивалентных поверхностных токов – магнитного и 
электрического)  при  следующих  различных  предположениях  о 
физических свойствах поверхности 0S\S=Σ  (символ  озна-

чает дополнение области  до полной плоскости ): 
0S\S

0S S

А) Σ – поверхность идеального проводника, 0=
Σ

TE
r

; 
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В) Σ – поверхность идеального магнетика, 0=
Σ

TH
r

; 

при этом  в  задачах А  и  В  сторонние  источники  одни  и те же, 
одинаковы и все граничные условия, кроме приведенных выше 
условий на поверхности Σ, граничащей с областью +Ω . 

Введем обозначения ( )AA H,E
rr

 и ( )BB H,E
rr

 для полей, воз-

буждаемых в области    данными сторонними источниками, 
соответственно в задачах А и В. Наряду с этими полями рассмат-
риваются и их полусуммы 

+Ω1

 

    ( )BAC EEE
rrr

+=
2
1 , ( )BAC HHH

rrr
+=

2
1 ,   (1.47) 

 

образующие некоторое "усреднение" полей, излучаемых аперту-
рой  в ситуациях, когда Σ есть поверхность идеального провод-

ника (вариант А) и идеального магнетика (вариант В). Усреднен-
ное поле (1.47) можно трактовать как поле, формально соответст-
вующее модели Макдональда идеально черной поверхности Σ. 

0S

Применим лемму Лоренца к интересующему нас полю E
r

, 
H
r

 (в вариантах А или В) и к полю ( )p,xx rr
0E , ( )p,xx rr

0H , возбу-

ждаемому в области  электрическим диполем момента , рас-

положенным в точке , если вся плоскость 

+Ω1 pr

+Ω∈ 1x ( )03 =xS  являет-

ся одной из материальных граничных поверхностей области , 
причем 

+Ω1

 

         0=
S

TE
r

 (в варианте А),        (1.48) 

        .
S

T 0=H
r

 (в варианте В).       (1.49) 

 

Так как сторонние токи, возбуждающие поле E
r

, H
r

, распределены 
в , а плотность тока, возбуждающего поле E−Ω

r
, H
r

, 
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  ( )00 xxpjJ −δω−=
rr

, (1.50) 
 

то 
 

  ( ) ( ) ( )( ) SdHExEpj
HE SSS

rrrrrrr
⋅×−×++=⋅ω ∫∫∫ EH0 . (1.51) 

 

В силу граничных условий вида (1.45), (1.46) 
 

0==
EE S

T
S

TE E
rr

, 0==
HH S

T
S

TH H
rr

, 

 

поэтому интегралы по ,  и по ES HS 0S\S=Σ  в (1.51) равны нулю. 

В вариантах А, В имеем соответственно 
 

  ( ) ( ) SdExEpj
S

AAA rrrrr
⋅×=⋅ω ∫

0

0 H , (1.52) 

  ( ) ( ) SdHxEpj
S

BBB rrrrr
⋅×−=⋅ω ∫

0

0 E . (1.53) 

 

Вычислив полусуммы левых и правых частей равенства 
(1.52), (1.53) и воспользовавшись обозначением (1.47), имеем 

 

  ( ) ( ) ( )( SdHExEpj
S

BBAAC ) rrrrrrr
⋅×−×=⋅ω ∫

0
2
1

0 EH , (1.54) 

 

Полученное равенство (1.54) строго выражает "усредненное" (в 
смысле (1.47)) поле излучения апертуры  в любой точке  

через распределение в  тангенциальных составляющих векторов 
0S +Ω∈ 1x

0S
AE
r

, BH
r

 и полей точечного источника (электрического диполя) 
AE
r

, BH
r

, возбуждаемых в области  с идеальной (в смысле 
(1.48) или (1.49)) граничной плоскостью . 

+Ω1

S
Дальнейшее рассмотрение имеет целью некоторое преобра-

зование и интерпретацию формулы (1.54). 
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Прежде всего представим векторные поля ( )p,xxB rr
0E , 

( p,xxA )rr
0H , входящие в (1.54), через поле ( )p,xx rr

00E , 

( p,xx )rr
00H , введенное в п. 1.3.1. Пусть x , , тогда элек-

тромагнитное поле E , 

+Ω∈ 10x
r

H
r

, где 
 

  ( ) ( )p,xxp,xx ′′+=
rrrrr

0000 EEE , (1.55) 

  ( ) ( )p,xxp,xx ′′+=
rrrrr

0000 HHH , (1.56) 
 

есть поле  ( )p,xxB rr
0E ,  ( p,xxB )rr

0H . Чтобы убедится  в этом, 

достаточно лишь проверить выполнение условия (1.49). В силу 
(1.56), (1.27) 
 

( ) ( )p,xxp,xx rrrrr
0000 ′′−= HHH , 

 

откуда при Sx∈  имеем 
 

  0=
S

TH
r

. (1.57) 

 

Таким образом, поле (1.55),  (1.56) действительно представляет 
собой поле точечного источника задачи В. Поэтому с учетом (1.26) 

( ) ( p,xxp,xxB r )rrrr
0000 ′′+= EEE , откуда при Sx∈  получаем 

 

  ( )
Sx

T

S

B p,xx
T

∈
=

rrr
002EE . (1.58) 

 

Подобным же образом устанавливаем, что 
 

( ) ( ) ( ) ( )p,xxp,xxp,xxp,xxA rrrrrrrrr
00000000 ′′+=′′−= HHHHH , 

 

вследствие чего 
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  ( )
Sx

T

S

A p,xx
T

∈
=

rrr
002 HH . (1.59) 

 

Объединив результаты (1.54), (1.58), (1.59), получаем, что 
для любой точки    и любого вектор-момента  +Ω∈ 10x pr   имеет 

место строгое соотношение 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) Sdp,xxxHp,xxxExEpj
S

BAC rrrrrrrrr
⋅×−×=⋅ ∫

0

00000 EHω , 

(1.60) 
 

где , dSnSd rr
= nr  – орт нормали к , направленный в S −Ω . 

Итак, усредненное поле, излучаемое апертурой  в полу-

пространство 
0S

+Ω , заполненное неоднородной средой и различны-
ми рассеивающими объектами (например, содержащее какой-либо 
обтекатель), выражается формулой (1.60) через распределение в 
апертуре тангенциальных составляющих векторных полей , 

, возбуждаемых источниками, размещенными в 

( )xE Ar

( )xH Br −Ω , если Σ 
представляет собой соответственно поверхность идеального про-
водника или идеального магнетика. Входящее же сюда поле 0E

r
, 

 есть электромагнитное поле, возбуждаемое в симметризован-
ной области 

0H
r

1Ω  точечным источником (электрическим диполем) 
при отсутствии какого-либо материального экрана в плоскости 

. 03 =x

Если, например, в  размещен лишь некоторый диэлек-
трический обтекатель  (рис. 1.2), то 

+Ω
+G 0E

r
, 0H

r
 – поле точечного 

источника в пространстве, содержащем лишь замкнутую диэлек-
трическую оболочку (рис. 1.3) симметричную (по  геометрии и 
физическим свойствам) относительно плоскости 03 =x . 

Наконец, сделаем заключительный шаг: от строгой форму-
лы (1.60) перейдем к приближенной, соответствующей приближе-
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нию физической оптики, когда краевые эффекты в апертуре отно-
сительно малы, вследствие чего можно (как это обычно делают в 
теории и практике антенных расчетов) принять, что в  0S

 

( ) (xExE BA )
rr

≈ , ( ) ( )xHxH BA rr
≈ . 

 

 

Рис. 1.3. Замкнутая диэлектрическая оболочка 
 

Тогда, опустив индексы А, В (и сохранив в (1.54) знак обычного 
равенства, вместо приближенного), имеем 
 

  ( ) ( ) ( )( )(∫ −×=⋅ω
0

000
S

C p,xxxExEpj rrrrr
H    

  ( ) ( )( )) Sdp,xxxH
rrrr

⋅×− 00E . (1.61) 
 

Интеграл в правой части (1.61) выражает поле излучающей апер-
туры методом эквивалентных токов через непосредственно зада-
ваемые распределения TE

r
, TH
r

 в апертуре. Отличие от обычно 
рассматриваемой задачи  об  излучении  апертуры  (апертурной 
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антенны) в свободное пространство состоит здесь в том, что , 

 в формуле (1.61) есть поле, дифрагированное на симметризо-

ванной системе рассеивателей (а не известное в явном виде поле 
электрического диполя в неограниченном свободном пространст-
ве). Само же равенство (1.61) означает, что и в присутствии неод-
нородной среды и произвольной системы рассеивателей поле, рас-
считанное методом эквивалентных токов (апертурным методом), 
совпадает – в пределах точности приближения физической оптики 
– с усредненным полем, формально соответствующим модели 
Макдональда; таким образом, результат Я.Н. Фельда [13] распро-
страняется на рассматриваемый здесь более общий случай. 

0E
r

0H
r

В случае, когда неоднородности среды и все рассеиватели в 
 расположены на конечном расстоянии от , из (1.60), (1.61) 

следуют формулы, выражающие комплексную диаграмму направ-
ленности рассматриваемой излучающей системы 

+Ω 0S

( )0RE
rr

, где 0R
r

 – 
орт, характеризующий направление на точку наблюдения в даль-
ней (фраунгоферовой) зоне: 

 

  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) Sdp,RxxHp,RxxEREp
S

BA rrrrrrrrrrrr
⋅×−×=⋅ ∫

0

0
0

0
0

0 ,, EH , (1.62) 

 

(точная формула); 
 

  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) Sdp,RxxHp,RxxEREp
S

TT rrrrrrrrrrrr
⋅×−×=⋅ ∫

0

0
0

0
0

0 ,, EH , (1.63) 

 

(приближенная формула; TE
r

, TH
r

 – апертурные распределения 
тангенциальных  компонент  векторов  поля  в  приближении 
Кирхгофа). 

В формулах  (1.62),  (1.63)  ( )p,Rx rrr 0
0 ,E ,  ( )p,Rx rrr 0

0 ,H  есть 

дифрагированное, прошедшее через симметризованную систему 
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рассеивателей поле, возбуждаемое падающей в направлении 
( )0R
r

−  плоской волной 
 

( )( ) ( )( )xRkjexpRpRE rrrrrr
⋅−××= 0

0
00

0 , 

( ) ( )( )xRkjexpRpH rrrrr
⋅−με×= 0

000
0

0 , 
 

где ,  – проницаемости свободного пространства,  – волно-

вое число свободного пространства. 
0ε 0μ 0k

В заключение отметим, что формулы (1.38) – (1.44), (1.60) – 
(1.63) имеют не только расчетно-практическое, но и методическое 
значение: приведенный выше последовательный вывод и физиче-
ские интерпретации позволяют оценивать пределы их применимо-
сти в различных конкретных классах расчетных задач. Несомнен-
но,  что  использование  формулы  (1.63)  при  расчете  диаграмм 
направленности антенных систем с обтекателями предпочтитель-
нее, чем применение таких грубых расчетных  схем  как,  напри-
мер, известный метод вынесенных раскрывов ("метод фиктивных 
апертур" [18]). 

 
1.4. Регуляризация решений нестационарных задач рассея-
ния, получаемых в приближении физической оптики при раз-
несенном приеме 

 
При расчете методом физической оптики полей, рассеян-

ных гладкими идеально проводящими телами, возникают ошибки, 
вызванные неадекватностью описания поверхностных токов вбли-
зи терминатора (т.е. границы "свет-тень"). В работе [6] проведено 
исключение этих "терминаторных разрывов" для весьма частных 
случаев стационарного рассеяния (совмещенный прием, двумер-
ные задачи либо трехмерные задачи, но в предположении, что 
терминатор является плоской кривой и притом его плоскость пер-
пендикулярна направлению облучения). В [6] идентифицируются 
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члены, ответственные за возникновение этих реально не сущест-
вующих разрывов, и в дальнейшем они вычитаются из физоптиче-
ского интеграла, что заметно улучшает результат. При этом следу-
ет отметить, что методика исследований в [6] существенным обра-
зом опирается на вышеуказанные весьма ограничительные пред-
положения и неприменима при нарушении каких-либо из них. 

Между тем, нетрудно привести примеры гладких замкну-
тых выпуклых поверхностей с неплоским терминатором. 

В  качестве  примера  гладкой  выпуклой  поверхности с 
неплоским терминатором рассмотрим поверхность яйцевидной 
формы (рис. 1.4), задаваемую уравнением: 

 

( ) 0=z,y,xF , 
 

где 
 

( )xuzyF −+= 22 , 

( ) ( ) ( )22 13
4
1 xxxu −+= ,   1≤x . 

 

Пусть эта поверхность облучается плоской волной с волновым 
вектором ( )101 ;;k −=

r
; тогда уравнениям терминатора 

 

( )
( )⎩

⎨
⎧

=⋅

=

0

0

z,y,xFgradk

,z,y,xF
r  

 

можно придать следующий вид: 
 

( ) ( ) ( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−±=

,xvz
,xvxuy:T

2
 

 

где ( ) ( )( )1323
4
1 2 −++= xxxxv . 

Допустим, что линия  принадлежит какой-то плоскости ( )T
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( ).DBA

,CxDzByA

0

0
222 ≠++

=+++
 

Тогда имеем тождество: 
 

( ) ( )222 DvBCvuA ++≡− . 
 

И так как 
 

( ) K+−= 4

4
1 xxu ,        ( ) K+−= 3

2
1 xxv , 

 

то из этого тождества следует: ( ) 0
4
1 622 =++ KxBA , откуда 

 и на терминаторе 0== BA constx ≡ , что противоречит уравнени-
ям терминатора ( )T . 

Полученное противоречие позволяет сделать вывод о том, 
что линия терминатора ( )T  – неплоская. 

 

 
Рис. 1.4. Поверхность яйцевидной формы 
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Кроме того, даже в случае эллипсоида, при облучении которого в 
произвольном направлении 0R

r
 терминатор представляет собой 

плоскую кривую (эллипс), плоскость терминатора ортогональна к 
0R
r

 лишь при 0R
r

, параллельном одной из главных осей эллипсоида. 
В разделе разрабатывается методика, позволяющая выде-

лить члены, привносимые терминаторным разрывом физоптиче-
ской плотности тока в асимптотике импульсной характеристики и 
ее Фурье-образа1 при разнесенном приеме, произвольно ориенти-
рованном относительно направления облучения плоском термина-
торе или же при неплоском терминаторе. 

Для дальнейшего нам  потребуется провести  обобщение 
известной формулы  М.И. Конторовича  [19, 20],  дающей вклад 
граничного  контура  в двумерном  методе стационарной фазы, на 
случай неплоской области и невырожденной точки стационарной 
фазы любого типа (не только эллиптического). 

При этом предполагаемый асимптотический метод дает 
также краевую асимптотику в практически важном случае ампли-
тудной функции с сингулярностью на контуре. 

 
1.4.1. Асимптотика поверхностных интегралов при произ-
вольном типе невырожденной точки стационарной фазы и 
сингулярной на краевом контуре амплитудной функции 

 
Интегральные представления высокочастотных электро-

магнитных полей содержат поверхностные интегралы вида 
 

  ( )( ) ( )dSx,x,xFx,x,xФkjexpI
S

321321∫∫=  (1.64) 

 

при . 1>>k
                                                 
1 Речь идет о высокочастотной асимптотике Фурье-образа импульсной характе-
ристики и о соответствующем асимптотическом представлении импульсной 
характеристики вблизи волнового фронта. 
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Если поверхность  незамкнута (например, при дифракции 
волн на ограниченном экране или излучении апертурной антенны), 
то  асимптотика  интеграла  

S

I   состоит  из  вкладов,  вносимых  
поверхностными (двумерными) точками стационарной фазы и 
краевым контуром L . Случай, когда поверхность  есть участок 
плоскости, а  и 

S
Ф F  – достаточно гладкие функции, исследован в 

[19, 20]. Примененный здесь метод, опирающийся на интеграль-
ные  теоремы  векторного  анализа,  позволил  выделить  вклад  
стационарной точки только эллиптического типа. 

Ниже мы рассмотрим: 
а) интеграл  по  неплоской  (в общем случае) поверхности 

 при гладких фазовой Ф  и амплитудной S F  функциях; получено 
(строго) асимптотическое представление интеграла (1.64) в виде 
суммы вкладов от L , а также от изолированной точки стационар-
ной фазы любого типа [21]; 

б) вклад краевого контура L  плоской области  в случае, 
когда (как это имеет место в практически важных классах задач 
теории дифракции и теории излучающих систем) амплитудная 
функция 

S

 

  ( )
( )

.p,
x,xd
x,xFF p 10

21

210 <<=  (1.65) 

 

Здесь функция  непрерывна в , а 0F LS U ( )21 x,xd  – рас-

стояние  от точки  ( ) Sx,xM ∈21   до контура  L . Отметим,  что 
метод, применяемый в [20], в такой ситуации непригоден;  

в) посредством операционного перехода к оригиналам в 
полученных коротковолновых асимптотиках выведены асимпто-
тические формулы для некоторых нестационарных полей, дейст-
вующие вблизи волновых фронтов. 

Асимптотика интеграла (1.64) при отсутствии поверх-
ностных точек стационарной фазы и краевых сингулярностей. 
Пусть ( ) 0321 =x,x,xf  – уравнение поверхности  с достаточно S
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гладким краевым контуром L . Функции  будем считать 
достаточно гладкими на поверхности  и вблизи нее. Введем орт 
нормали 

FФ,f ,
S

  ( ) ( ) ffx,x,xnxnn ∇∇===
rrrrr

321  (1.66) 
 

и тангенциальные дифференциальные операторы 
n

nD
∂
∂

−∇=
rr

, 

. DnD
rrr

×=⊥

Предположение об отсутствии точек стационарной фазы на 

поверхности означает, что 0≠= ⊥ΦΦ DD
rr

 везде на . LS U

Введем вектор-функцию  
 

  22
Φ

Φ

Φ

Φ

D

D

D

Du r

r

r

r
r ⊥

⊥

⊥

== . (1.67) 

 

Тогда ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( uFDФkjexpuФDFФkjexpkjuFФjkexprotn rr
)rrrr ⊥⊥ +=⋅ , 

а, с учетом (1.67), 
 

( ) ( ) ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⊥
⊥

⊥

22
ФD

ФDFDФkjexp
ФD

ФDFФkjexprotnFФkjexpkj r

r
r

r

r
r .(1.68) 

 

Отсюда, в силу интегральной теоремы Стокса, 
 

  ( ) ( ) −
⋅τ

= ∫∫∫
⊥

LS

dS
ФD

ФDFФkjexpdSFФkjexpkj 2r

rr

   

  ( )∫∫
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⊥
⊥

S

dS
ФD

ФDFDФkjexp 2r

r
r

, (1.69) 
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где  – орт касательной к τ
r L  (направление обхода краевого конту-

ра L  согласовано с ортом нормали к поверхности , определен-
ным по (1.66)). Заметим (для дальнейшего), что 

S

 

ν∂
∂

=⋅τ ⊥ ФФD
rr , 

 

где ( nv )rrr
×τ=  – орт нормали к ,лежащий в плоскости, касатель-

ной к . Соотношению (1.69), таким образом, можно придать сле-
дующий вид: 

L
S

 

  .I
kj

K
kj

I 100
11

−=  (1.70) 

 

Здесь 
 

( )∫∫=
S

dSFkjexpI Ф0 ;  ( )∫∫=
S

dSFTФjkexpI1 ; 

( )∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂ν
∂

=
L

dSФD/ФFФkjK
2

0 exp
r

, 

 

а 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⊥
⊥

2
ФD

ФDFDTF r

r
r

 есть некоторый оператор, действующий на 

функцию F . 
Применив многократно преобразование (1.70), получим при 

любом заданном , что m
 

  ( )
( )

( )
( )∑

−

=
+

−
+

−
=

1

0
10

11m

s
mm

m

ss

s

,I
kj

K
jk

I  (1.71) 

 

где  – результаты замены в ,  функции ms I,K 0K 0I F  соответст-

венно на . Из (1.71) следует асимптотическая формула 
для  поверхностного  интеграла  (1.70)  при  сделанных  выше 

FT,FT ms
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предположениях: 
 

  ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ν
=∫∫∫ m

L
m

S k
odsFD

d
dkjexpFdSkjexp 12

ФФФФ
r

, (1.72) 

 

где 
 

  ( ) ( )
( )

FT
ki

k,x,x,xFF s
m

s
s

s

mm ∑
−

=
+

−
==

1

0
1321

1 . (1.73) 

 

Пусть, например, эти точки , , …,  и пусть 1S 2S NS

( ) 0≠′′ iSΦ ,  ( )N,...,i 1=   (это условие можно  заменить и более 

общим предположением). Тогда интеграл в правой части (1.72) 
может быть представлен в виде 

 

( ) ( ) ⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
ν∂∂

⋅
′′
π

=
=
∑

iSS

im

N

i i D
SF

Sk 2
1

2

Φ

Φ
Φ r  

( ) ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′′π

+⋅ ii SsgnjSjkexp ΦΦ
4

. 

 

Контурный интеграл в (1.72) при необходимости может 
быть заменен суммой вкладов от заведомо существующих контур-
ных точек стационарной фазы. Если на каком-то простом замкну-
том контуре, входящем в краевой контур L , имеем maxSS ≤≤0 , то 

0==
= sss max
ФФ , а поэтому в промежутке maxSS ≤≤0  есть точки, в 

которых 0=dsdФ . 
Метод "нейтрализаторов", локализация асимптотиче-

ских вкладов. Будем считать поверхность  и ее краевой контур S
L  бесконечно гладкими, а функции , f F , Ф бесконечно диффе-
ренцируемыми на и вблизи поверхности , причем везде на S

0≠∇fLS U , а D
r
Ф=0 в одной лишь точке 
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( ) ( )0
3

0
2

0
1000 x,x,xMxM = , расположенной на поверхности  на рас-

стоянии  от краевого контура 

S

0>R L . 
После перехода к декартовой системе координат  

с началом в точке 

( )321 ξξξ ,,

( )00 xM  и осью 30ξM , имеющей направление 

орта нормали ( ),0xnr  получим: 
 

( ) ( )321321 ξξξ= ,,f̂x,x,xf ,  ( ) ( )321321 ξξξ= ,,F̂x,x,xF , 

( ) ( )321321 ξξξ= ,,Ф̂x,x,xФ . 
 

Поверхность  согласно [22] (при S 0

3

1

2 R
i

i <ξ=ρ ∑
=

, где  

достаточно малое, и 

0R

RR <0 ) описывается уравнением вида 

( )213 ξξ=ξ ,g . В точке  имеем 0М 0=g , 0
21
== ξξ gg . Введем 

функцию ( )ργ  – "нейтрализатор", бесконечно гладкую на полуоси 
 причем +∞<ρ≤0 ,

 

( )
⎩
⎨
⎧

ε≥ρ
ε≤ρ≤

=ργ
1

0

0
01

,
,

, 

 

где 0100 R<ε<ε< . 

Произведем "разбиение единицы" ( ) ( )[ ]ργ−+ργ= 11  в инте-
грале I  

 

  . (1.74) 

 

( ) 011 JJdSFФkjexpI
S

+== ∫∫

Здесь , ( ) dSFФkjexpJ
S

11
1

∫∫= { }101 ε≤−= xxSS rr
I , γ=FF1 , 

, ( )∫∫=
0

00
S

dSFФkjexpJ { }000 ε≥−= xxSS rr
I , ( )γ−= 10 FF . 
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Краевой контур поверхности  состоит из линии 0S L  и ли-

нии пересечения  сферы 0L 00 ε=− xx rr с . Функция  и все ее 

производные равны нулю на линии , а на линии 

S 0F

0L L  совпадают с 

соответствующими значениями функции F  и ее производных. К 
тому же на  нет поверхностных точек стационарной 

фазы, поэтому, в силу результатов, полученных ранее,  
00 LLS UU

 

  ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ν
=∫ mm

L k
odsFФD

d
dФФkjexpJ 12

0

r
, (1.75) 

 

где  представлено формулой (1.73). mF

Переходим к асимптотике интеграла . Так как , то 

поверхность    имеет уравнение  
1J 01 R<ε

1S ( )213 ξξ=ξ ,g ,  а  ее  краевой 

контур  есть пересечение поверхности  со сферой 1L S 10 ε=−xx rr . 

Обозначим через , 1L′ 1S ′  соответственно проекции контура и по-

верхности на координатную плоскость ( )21 ξξ , . Тогда 
 

  ( ) 111
1

SdFФkjexpJ
S

′= ∫∫
′

, (1.76) 

 

где ( ) ( )( )212121 ξξξξ=ξξ ,g,,Ф̂,Ф , 

( ) ( ) ( )( ) 2
1

2
212121 ξξ ,1 2

1 ξξ ++ξξξξργ= gg,g,,F̂F , ( )21
22

2
2
1 ξξ+ξ+ξ=ρ ,g . 

Множитель ( )ργ на контуре 1L′  обращает функцию 1F  и все 
ее частные производные сколь угодно высокого порядка в нуль 
при 1ε=ρ . При этих условиях и в предположении невырожденно-

сти точки стационарной фазы    двойной интеграл  в  (1.76)  

допускает [23, 24] асимптотическое разложение вида 
0М

 

 53 



 
Глава 1. Развитие электродинамической теории рассеяния …  
 

  . (1.77) 

 

( )[ ]∑
+∞

=

−−

0
0

1
1

m

m
mkaМФkjexpk~J

В главном асимптотическом приближении интеграл 
 

  ( )( ) ( )( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

ππ
=

k
OMF

det

sgnjexpMФkjexp
k

J 142
001

Ф

Ф , (1.78) 

 

где 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

ξξξ

ξξξ

2
221

212
1

ФФ
ФФ

Ф , а −+ μ−μ=Фsgn  – разность между коли-

чествами положительных и отрицательных собственных значений 
, матрицы 1λ 2λ Ф . В эллиптическом случае ( 021 >λλ ) 2±=Фsgn , 

в гиперболическом ( 021 <λλ ) – 0=Фsgn . 

Элементы матрицы Ф  допускают (это можно установить) 
следующее выражение через  производные функции  Ф̂ ,  f̂   по 

переменным 1ξ , 2ξ , в точке 3ξ ( )0000 ,,М  при всех 21,m,l =   
 

  ( ) [ .Ф̂f̂f̂Ф̂f̂Ф Мmlmlml 033321

1
0 ξξξξξξ

−
ξ=ξ=ξξξ −= ]  (1.79) 

 

Таким образом, для представления интеграла  по (1.78) 

нет необходимости решать относительно 
1J

3ξ  уравнение 

( ) 0321 =ξξξ ,,f̂  и находить явное выражение функции ( )21 ξξ ,g . 

Итак, асимптотика интеграла I  локализована во вкладах, 
вносимых краем L  поверхности  (1.76) и точкой стационарной 
фазы  (1.78), (1.79). Этот результат распространяется на случай 

нескольких поверхностных точек стационарной фазы. Кроме того, 
примененный выше метод "нейтрализаторов" позволяет, опираясь 
на результаты, приведенные в [23–25], получать и асимптотиче-
ские вклады изолированных точек стационарной фазы в различ-
ных случаях вырождения.  Например,  если  после надлежащего 

S

0M
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поворота системы координат ( ) 0321 =ξξξ ,,f̂  вокруг оси   

фазовая функция имеет (вблизи точки ) разложение 
30 ξM

0M
 

( ) ( ) ∑
≥
≥+

ξξλ+ξλ+=ξξ

0
3

21
2
11021

q,p
qp

qp
pqMФ,Ф , 

 

и если 00 031 ≠λ≠λ , , то [25] 
 

  ( )( ) ( ) ( ) ( )
653

031

1
001

431
3

1
k

sgnjexp
MFMФkjexp~J

λλ

λπΓπ
. (1.80) 

 

Если рассматривать интеграл I  как спектральное изобра-
жение, то его оригиналом будет служить интеграл 

 

( )( ) ( )∫∫ −δ=
S

dSxFxФtI rr . 

 

Применяя обратное преобразование Фурье к правой части 
соотношения (1.74) (с учетом  (1.75),  (1.77)),  получим лучевое 
разложение для I  тем более точное, чем величина ( )xФt r

−  ближе 

к нулю. Главный член этого разложения имеет вид: 
 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )−−χ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

π−−δ=∫∫ xФt
det

MFsgnjexpj~dSxFxФtI
S

rrr

Ф
Ф 0

4
2  

  ( )( ) ( )dSxFФDФxФt
L

rrr
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ν∂

∂
−χ−∫

2
. (1.81) 

 

Здесь  – точка стационарной фазы (точка, в которой 0M

0=ФD
r

) на поверхности ;  – дельта-функция Дирака; S ( )tδ ( )tχ  – 
единичная функция Хевисайда. Таким образом, формулу (1.81) 
можно рассматривать как нестационарный аналог полученного в 
разделе обобщения формулы М. И. Конторовича [20]. 
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Асимптотика интегралов с краевой особенностью. К ин-
тегралам с краевой особенностью приводит решение ряда задач 
электродинамики. Например, таких: 

1. Пусть отыскивается полное дифрагированное поле ( )xH
r

 

от первичной волны ( )xH0

r
, падающей на плоский идеально про-

водящий бесконечно тонкий экран , ограниченный контуром S L . 
В таком случае из формулы Грина [26] следует интегральное 
представление вектора магнитной напряженности поля в любой 
точке , не расположенной на экране: 0xr

 

  ( ) ( ) ( )( )∫∫ ×∇+=
S

dSxJgxHxH rrrrrrr
000 . (1.82) 

 

Здесь ( )xJ rr
 – плотность поверхностного тока, 

( ) ( ) ( )rrkjexpx,xgg π== 40
rr , xxr rr

−= 0 , а рассеянное поле имеет вид 
 

  ( ) ( ) ( ) ( )∫∫=−
S

dSx,xFkФjexpxHxH rrrrrrr
0000 ,1 (1.83) 

 

при фазовой функции ( ) rx,xФФ ==
rr

0 . 

2. К интегралам вида (1.83) с той же фазовой функцией 
приводит излучение апертурной антенны в математически строгой 
модели [15, 16]. 

В каждом из приведенных примеров действует физически 
необходимое условие на ребре, обеспечивающее конечность энер-
гии в окрестности излома поверхности [26]. Вследствие этого у 
амплитудной функции F  допустима на бесконечно тонком краю 
сингулярность, т.е. dFF 0= , где   непрерывна в окрестности 0F

                                                 
1 Не ограничивая общности, везде далее будем под  понимать какую-либо 
компоненту вектора 

F
F
r

. Под  будем понимать безразмерный параметр, рав-
ный произведению волнового числа  на характерный размер экрана. 

k
0k
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краевого контура, а ( 21 x,xdd )=  – расстояние точки области  от 
краевого контура. 

S

В более общем случае изломов с внутренними углами 
 – [ π∈θ ,0 ] pdFF 0= , ( ) [ ]2102 ,p ∈πθ−π= . 

Метод получения коротковолновых асимптотик при нали-
чии краевых сингулярностей излагается ниже применительно к 
интегралу P  по плоской строго выпуклой области  с достаточно 
гладкими краевым контуром 

S
L  и функцией : 0F

 

  ( ) ( )
( )∫∫=

S

dS
xd
xFrkjexpP r

r
0 , (1.84) 

 

где ( ) ( ) 22
2

0
2

2
1

0
1 hxxxxr +−+−= , ( ). 00

3 ≠= xh

Точка ( ) S,x,xM ∈00
2

0
10  находится от краевого контура L  на 

расстоянии . Тогда комплексная диаграмма направленности 01 >R
 

  ( )( ) ( )
( )∫∫ ⋅−=

S

dS
xd
xFxRkjexpQ r

r
rr

00 , (1.85) 

 

где ( )ψψ−= sin,cos,R 00r . 
Исследовать интеграл P  удобно, задав краевой контур L  

уравнением в полярных координатах ( )θρ,  с полюсом в точке : 0M
 

       ( )θω=ρ , π≤θ≤ 20 .      (1.86) 
 

В этом случае (можно обосновать) амплитудная функция в 
интеграле P  представима отношением вида ( ) ( ) ρ−θωθρ,F1  с 

числителем, не имеющим особенностей. Получим 
 

( ) ( )
( )

( )

∫∫
θωπ

ρ−θω
ρρθρ

+ρθ=
0

122
2

0

d,FhkjexpdP  . (1.87) 
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P  Преобразуем интеграл к новой переменной интегриро-

 22 hr +ρ=вания : 
 

  ( ) )(∫∫
Ω

−
π

−Ωθ= drrGrjkexpdP 21
2

, (1.88)
h

r
0

 

 

е ( ) ( ) 22 h+θω=θΩ=Ω

( )

гд , 

( ) ( )
( )

21
22

22
1

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢⎣
⎢
⎡

+θΩ
−+θω

θ−=θ=
r

hr
,hrF,rG . 

Введем при

G

 ( )θΩ≤≤ rh  бесконечно дифференцируемые по 

r ( )θγ , ( )θγ ,r1 , r (при каждом θ ) нейтрализаторы 0 , такие, что 

⎧
θΩ≤≤

ε≤≤
γ−=γ

r
rh, 1

1
1

1 ( ) )⎩
⎨ ε
=θγ

,
,r,

0
00 0

 (( ( )θΩ<ε<ε<
π≤θ≤ 2001 minh ). При усло-

и ( )ви ( )θγ+θγ= r,r1  получим PPP,10 10+= . 

Рассмотрим асимптотику нтеграла  и P . Вкла
ционарной фазы

д точки ста-
 0=ρ  ( ) таков: 

 

  rd

 

Так  как  функция  

hr =

( )( )∫∫
ε

−
π

γ−Ωθ=
0

0
21

2

0
h

/ .rGrrjkexpdP  (1.89) 
0

( ) ( ) rGr,rG 0
21

0 γ−Ω=θ −   при  каждом  θ  

[ ]0ε∈ ,hr  непрерывна по вместе со своими производными (

 нулю при ε=r ),  то интегрирование по частям приводит к 

соотношению

они 

равны   0

 
 

  ( ) ( )
( )

( )∑ ∫
=

π −

⎟
⎞

⎜
⎛+θ

θ∂−
=

N

m

m
Od,hGhkjP

1

2
0

1

0
11 . (1.90) +− ⎠⎝∂ Nmm

m

krkj
exp

1
0

1

 

В главном приближении 
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( ) ( )
( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

θω
θ

−= ∫
π

2

2

0
010

1
k

OdMF
kj

hkjexphP .   

ложении интеграла 

 (1.92) 

к цели реннем инте-

грале. Однако, вследствие сингулярности функции 

(1.91) 

 

При асимптотическом раз
 

( )( )∫∫
Ω

ε

−
π

γ−Ωθ=
1

1
21

2

0
1 drrGrrkjexpdP /  

 

 приводит интегрирование по частям во внут

( ) 21−−Ω r  в 
чке Ω=rто , дифференцировать ее под знаком и

имо и, вместо

нтеграла недопус-

т , ( )2e kjrkj kjrkje , … нужно применить последо-
вательность первообразных специального вида от произведения 

( ) ( )θ=−Ω − ,rUrrkj
0

21e , т.е. применить последовательнос ий 

  ( )

ть функц
 

( )
( ) ( ) ( )∫ −−

m

tkjexpt 1 ( )
∞+

−−Ω
−

−
=θ

j

r

m
m tdtr

m
,rU 21

!1
1 ,  ( K,,m 21= ), (1.93) 

 

ими свойствами: обладающих следующ

1. 

 

( ) ( )θ=
∂

θ∂
− ,rU

r
,rU

m
m

1 ,     ( K,2,1=m ),

 

 

2. ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )Ω−
− − kjexp

k
m

m mm 21
2122

!1
Γ , 

3. 

+π
−

=ΩΩ mjexp,U
m

11

 

( ) ( )
( )

21
21

!1
1

−
−

−
≤Ω mm k

m
m

,rU Γ ,     ( Ω≤≤ rh ). 

этих свойств вытекает асимптотическое разложение
 

Из  
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( ) ( )  ( ) ( )
×

−
=∑

=

−N

m

m

k
expP

1

1

1
21    

  

−−π−
−m

mmj
21

2121 Γ

( ) ( )∫
π

− ⎟
⎞

⎜
⎛+θθΨΩ×

2

1
1

m Odkjexp , (1+ ⎠⎝0
21Nk

.94) 

где

 

 ( ) ( )[ ]
( )θΩ=

−

−

− ∂
θ∂

=θΨ
r

m

m

m r
r,rG

1

1

1 . 

 

В главном приближении 
 

( ) ( ) ( )∫
π

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+θΩωθωΩ

ππ−
=

2

0
2311

14
k

Od,Fkjexp
k

jexp
P . 

 представление инте-
грала    (1.85).  Ограничимся  случаем  краевого  контура  

 

еперь рассмотрим асимптотическоеТ
Q L , 

симметричного относительно одной из осей координат, и получим 
лишь первые два члена асимптотического разложения. 

Пусть в системе координат (x y, ) L  задается уравнениями 
( )ywx ±= ( bya ≤≤ ) и вблизи точек ( )ywb,a  имеет асимптотики

 

( ) ( )

 

( )⎪⎩ −→− ),ybyq 0
⎪
⎨
⎧ +→− )ay(,ayyp

~yw
0

. 
by(

 

ри этом ( ) ( ) ( )yw,yq,yp 2

 
П  – достаточно гладкие функции 

соответственно в [ ) ( ] [ ]b,a,b,b,a,a ε−ε+  (при ( ) 2/ab−<ε ). 
Амплитудную функцию в  (1.85) можно представить как 

отношение вида ( ) ( ) 22 xywy,xf − , в котором ( )y,xf  не имеет 

сингул , что
 несложных преобраз  получим 

ярностей. Предположим  эта функция достаточно глад-
кая в LS U . После ований
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  ( ) ( ) ( )ψ==∫ coskk,dyyUykjexpQ
b

a

, (1.95) 

  ( ) ( )( )∫
− ξ−

ξ
ξ=

1

1
21

dy,ywfyU , (1.96) 

  ( ) ( )( )
+

ξ    

  

ξ−∂
ξ∂

=′ ∫
−

1

1
21

d
y

y,ywfyU

( ) ( )( )
∫
− ξ−

ξξ
∂
ξθ∂

+
1

1
2

2

2

22

12
1 d

x
y,ywf

yd
ywd ,  ( )10 <θ< . (1.97) 

 

Из (1.96), (1.97) следует, что 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ,b,fbU,a,faU π=π= 00  
 

( ) ( ) ( )
π⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂

∂
=′ A

x
a,f

y
a,faU 2

2 0
4
10 , (1.98)   

  ( ) ( ) ( )
π⎟⎟ ,   
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂

∂
=′ B

x
b,f

y
b,fbU 2

2 0
4
10

 

где ( ) ( )
2

0

2

0
,

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
=

−→+→ yb
ywlimB

ay
ywlimA

byay
. 

 

Двукратное интегрирование по  в (1.95) приводит к 
следующей асимптотической формуле 

частям

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
−

⎥
⎥
⎦⎢⎣
⎟⎟
⎠⎝ ∂

+
∂

B
xykj 24

 

⎤
⎢
⎡ ⎞

⎜⎜
⎛ ∂∂

−π=
b,fb,fb,f

kj
bkjexpQ

2

2
010101

( ) ( )
( )

( ) ( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂

∂
−π− 32

2

2
10

4
10101

k
OA

x
a,f

y
a,f

kj
a,f

ki
akjexp . 

 

 (1.99) 
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Таким образом, полученное асимптотическое представле-
ние интеграла Q имеет дискретный характер и состоит из вкладов 
от окрестностей точек ( )a,0 , краевого контура. Такое явле-
ние хорошо известно в теории  коротковолновой  дифрак
связан

( )b,0  
ции и 

о с концепцией "блестящих точек" в радиолокации. 
Методы, близкие к примененным выше для вычисления ин-

тегралов P , Q , позвол  п ить асимптотические представ-
ления интегралов с другими фазовыми  функциями  и  другими 
типами краевых сингулярностей. 

яют олуч

еш ни

 Исключение терминаторных разрывов 

ае 
бистатической локации. 

Применим полученное обобщение формулы Конторовича 
(1.81) к р е ю задачи дифракции электромагнитной волны на 
идеально проводящем гладком выпуклом теле (в приближении 
физической оптики). 

 
1.4.2. Импульсная характеристика идеально проводящего 
гладкого выпуклого тела в двухпозиционном случае (метод 
физической оптики).

 
Воспользовавшись асимптотическим соотношением (1.99), 

можно  получить  представление  импульсной  характеристики 
идеально проводящего гладкого выпуклого тела в общем случ

Пусть на объект с поверхностью S  падает плоская моно-
хроматическая электромагнитная волна 

 

  ( )( )xRakjexppE rrrr
⋅+= 00 ,   0

( ) ( )( )xakjexppRH rrrr
⋅+×

μ
ε

= 0
0

0

0

00 . (1.100)   R
r

 

Здесь  – расстояние от плоскости нулевой фазы до выбранного 

начала координат,  

 a
  pr  – орт  поляризации,  0R

r
 –  волновой  орт  

падающей волны. 
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Операционным оригиналом поля (1.10
ная плоская волна 

 

  

0) является импульс-

( ) ( )xRatpRx,t rrrrrr
⋅−−δ= 000E ,   

  ( ) ( ) ( ).xRatpRRx,t rrrrrrr
⋅−−δ×

μ
ε

= 00

0

000H  (1.101) 

 
0rПоле, рассеянное телом в направлении орта r  при облу-

чении волной (1.100), может быть представлено в виде: 
 

( ) ( ) ( ) ( )( )⋅ dSxrkj rr
∫∫ −×

π
≈ ⊥

S

рас exprHkj
r

rkjexprrH rrrr 0
0 , 

 

где

0
0

00

4

 H
r

 – полное поле на поверхности . Приближение
птики дает следующее выражение для рассеянного поля: 

 

 S  физической 
о

  ( ) ( )∫∫≈рас dSAФkjexpkjrrH
rrr

00
0 , 

освS

(1.102) 

 

где  – часть поверхности объекта, "освещенная" во ой 

1.100), 
освS лн

(
 

( )( ) 0001 rpRnA rrrrr
×××

ε
= ,   

02 r μπ
( )rRraФ xrrr

⋅−++= 00 . 

 

Импульсная же характеристика объекта является оригина-
ом, спектральное изображение которого в высокочастотном при-л
ближении представляется выражением (1.102): 

 

( ) ( )( ) dSAxФt
t

rx,t
освS

рас rrrrr
∫ −δ

∂
∂

−≈0H  . (1.103) 
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Таким образом, выражение для импульсной характеристики 
может быть получено с помощью формулы (1.99) простым диффе-
ренцированием по t . 

Попутно получим представление  для оценки  решения ста-
онарной задачи дифракции, описываемого выр

Оценим вначале вклад точки стационарной фазы. Точка 
тационарной фазы M  определяется равенством: в точке M  

ци ажением (1.102). 

с  0 0
 

 

( ) 00000 =−=−=
TTT

rRrRФD rrrrr
 

 

 
или 

nrnR rrrr
⋅−=⋅ 00 , 

 

где  – нормаль к в точке стационарной фазы . 

Введем в окрестности точки локальн ю систему коор-

 nr  освS  0M

 0M  у

, описанную в п. 1.4.1 (здесь 3ξ=ζ, ζ, 2ξдинат 1ξ ). Вблизи точки 

на
 

0M   освS  

( )2
2

2
1221121 2

⎟
⎠

⎜
⎝

222211

2
ξ+ξ+⎞⎛ ξξξ+ξ−=ζ oaaa , 

то есть го 

+

 

 с точностью до членов высше порядка малости 
 

ξξ′−=ζ
rr

A
2
1 ,  . 

 

В этом случае вблизи
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

1211

aa
aa

A

 0M  

( ) ( )( )ξξ′⋅−ξ+ξ++=ξξ
rrrr

Anlllra, 000 1Φ M 0221121 2
, 

 

где 000 rRl rrr
−= , 
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так что 
 

( ) kiM
Mki

anl
0

0

0
2

2
1 rr

⋅−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

ξ∂ξ∂
∂ Φ , 

 

( )Anl MM 00

0

2
1 rr

⋅−=Φ . 

 

читывая, что 
 
У

( ) ( ) ( )
000

000 22 MMM nrnRnl rrrrrr
⋅−=⋅=⋅ , 

 

получим 
 

( )Anr MM 00

0 rr
⋅=Φ . 

ак как 
 

0MnrТ  – орт внешней нормали к , то очевидно, что освS

( ) 0
0

0 >⋅ Mnr rr . 

сть  – собственные значения матрицы AПу  1λ , 2λ . Тогда 
 

Asgnsgn M =
0

Φ , 
 

( ) ( ) 21
2020

000
λλ=⋅= MM rAdetnrt ⋅ Mnde rrrr

Φ . 

,  
 

Далее при  надлежащем  повороте  системы  координат 
вокруг оси ζ  аем уравнение освS  вблизи 0M  получ

 

( ) K+ηλ+ηλ−=ζ 2
22

2
112

1 , 

 

откуда следует, что  – главные кривизны в точке :  освS   0M 1λ , 2λ

,  22 æ=λ11 æ=λ ; 
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( ) 21
02 ææ

00
⋅= MM n,rcosdet rr

Φ . 
 

Для дальнейшего необходимо предположить, что . 

В частности, если вблизи точки является строго выпуклой, 

то , и 

 0ææ 21 ≠

 S   0M  

 0æ1 > 0æ2 >  
 

( )
00

0æ r2
21æ MM n,cosdet r r

=Φ , 
 

2
0
=Msgn Φ . 

 

Если же 0M  – седловая точка, то 0ææ 21 < ,  0
0
=Msgn . 

Ради определенности, дальнейшее смотрение проводится для 
слу 1 > 2 >

Φ

рас
чая , . Воспользовавшись  (1.78), полу-

чим вклад точки стационарной фазы в рассеянное поле: 
 

  

 0æ 0æ  формулой

( ) ( )[ ]
( ) ⋅

×××

μ
ε

−
0

0

0
21

00

0

00

ææ M
.ф.ст

рас

n,rcosr

rpRn
~rrH rr

r
M
r r r

rr
   

  ( )( )
0

0
Mxlrakjxp

r re ⋅++ . ) 
 

Границей  поверхности  освS   является  терминатор 

⋅ (1.104

L  – ли-

ния, определяющая границу "свет-тень". Оценим ее вклад в асим-
птотику рассеянного поля, воспользовавшись формулой (1.75): 

 

( )( ) ld
ФD

Ф

Ae~rrH
L

kj
Г.Вкл

рас
2

0
r

rrr ν∂
∂

∫ Φ  . (1.105) 

 
 

 

Здесь

( )nllФ rrrrr
×τ⋅=ν⋅=

ν∂
∂ 00 , 
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( )2020
2

02
nlllФD

T rrrrr
⋅−== . 

 

Допустим, что контур L  задан параметрически: 
 

( )txx rr
= . 

 

Тогда контурные точки стационарной фазы определяются 
из уравнения 

 

( ) 00 =′⋅ txl rr
 

 

и пусть это точки – ( )N,,iM K1= . Тогда интеграл в (1.105) мо-

жет быть
 

i

 вычислен асимптотически:  
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десь учтено, что 
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 (1.106) 
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где 
 

( ) ( )
( )tx
txt

′
′

=τ r

r
r ,    ( ) ( )

( )tx
t

Sd
tdt

Sd
d

′
τ′

=τ′=
τ

r

r
r

r

. 

 

Таким  образом,  объединив  формулы  (1.104) и (1.105),  
получим 
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( )( ) ldФDФAexlrakjexp
L

kj
M ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ν∂

∂
+⋅++× ∫ Φ 20

0

rrrr
  . (1.107) 

 

Формула (1.107) дает решение стационарной задачи дифракции 
при облучении идеально проводящего гладкого выпуклого тела 
плоско

ражение же импульсной характеристики рассматривае-
мого объекта (рассеянного поля, получаемого в результате неста-
ционарного импульсного облучения объекта полем (1.101)) может 
рассматриваться как оригинал, спектральное изображение которо-
го дается формулой (1.107): 

 

 

й волной (1.100). 
Вы

( ) ( )[ ]
( ) ( )+⋅−−−δ

×××ε
− 0 0

00
00 Mрас xlrat

rpRn
~rx,t rr

rr r r

⋅⋅μ 0

0

0
210 ææ

M
Mnrr rr

rrr
H  

  ( ) .ldФDФrat
⎞⎛ ∂

−−−δ+ ∫
2rrrr

Axl ⎟⎟⎜⎜⋅0  (1.108) 

 тока вблизи границы 
"свет-тень" в  приближении  физической  оптики.  Полученное 
решение стационарной задачи дифракции, по аналогии с [6], мож
но улучшить вычитая из полученного физоптического решения 
главные члены "терминаторной" асимптотики, описываемые соот-
шением (1.106). 

Сглаживание импульсной характеристики (1.108) может 
 п

L ⎠⎝ ν∂
 

Таким образом, в полученном физоптическом приближении 
импульсной характеристики нами выделены члены, ответственные 
за появление "терминаторных" разрывов, вызванных неадекват-
ным описанием плотности поверхностного

-

но

быть роведено путем вычитания из правой части (1.108) опера-
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ционного оригинала, соответствующего изображению 
( )( ) L.Вкл

рас rrH 0rr
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   (1.109) 

 

Полученное при этом представление импульсной характе-
ристики уже не будет содержать "паразитных", реально не суще-
ствующих всплесков, привносимых разрывным характером плот-
ности поверхностного тока в приближении физической оптики

Отметим также особый случай, когда терминатор 
. 

L  при-
надлежит плоскости с нормальным вектором 0l

r
. В этом случае 

 

( ) constxФ L =
r  

 

и, следовательно, 
 

cxl =⋅
rr

0  на L , 
 

где c  – некоторая константа. 
Отсюда следует, что 
 

( )( ) ( )( ) ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ν∂

∂
++

L
L.Вкл

рас ldФDФAcrakjexp~rrH
20 rrrr
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( )( ) ( )∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ν∂

∂
− cr−−δ

L
L.Вкл

рас SdФDФAat~rx,t
20 rrrrr

H . 

 

гко видеть, образуется сильный "пара-
зитный терминаторный всплеск  импульсной характеристики, 
который необходимо исключить. 

В ряде случаев для оценки импульсных характеристик 
сложных рассеивателей в двухпозиционной локации более пред-
почтительным может оказаться другой  подход (разработанный 
авторами) также использующий приближение физической оптики, 
но мин

В этом случае, как ле
"  

ующий оценку вкладов точек стационарной фазы [27–29]. 
Таким образом, в разделе дана методика получения им-

пульсной характеристики идеально проводящего гладкого объекта 
в двухпозиционном случае. 

При этом в полученном асимптотическом представлении 
выделены члены, ответственные за возникновение "паразитных" 
всплесков, которые выражаются контурным интегралом. Получе-
ны главные члены асимптотики этих интегралов, которые необхо-
димо исключить из представления импульсной характеристики 
для сглаживания последней.  Это  позволит повысить точность 
расчетов на интервале времени до момента прихода "ползущей" 
волны, огибающей область тени. 

Эти результаты опираются на полученное обобщение фор-
мулы М.И. Конторовича, дающей вклад граничного контура в 
двумерном  методе  стационарной  фазы,  на случай  неплоской 
области и невырожденных точек стационарной фазы любого типа. 

 
1.5. О принципе взаимности для рассеянных полей в при-
ближении физической оптики 

 
Как известно, для полей, удовлетворяющих уравнениям 

Максвелла, и, вообще говоря, каким-либо граничным условиям на 
поверхности рассеивающих объектов, справедлив принцип взаим-
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ности. Однако  когда  речь  идет об  аппроксимативных  полях 

мности, как оказывается, может и 
не выполняться. Остановимся подробнее в этом плане на исполь-
зованн

 
(например, высокочастотных асимптотических решений уравне-
ний Максвелла), то принцип взаи

ом в разделе 1.4 методе физической оптики. 
Пусть идеально  проводящий  рассеивающий объект  V   

ограничен замкнутой поверхностью S  и начало декартовой сис-
темы координат расположено в области V . 

Рассмотрим облучение объекта V  электрическим диполем, 
вектор-момент которого pr  и который локализован в точке с ради-

ус-вектором 0Raa
rr

−= . Порождаемое диполем первичное поле 

( )p, , axE rrrr ( )p,axH rrrr
 имеет при фиксированном орте 0R

r
  

+∞→a  следующее асимптотическое редставление: 
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где 
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 – (1.111) 

поле плоской волны. 
Из векторных интегральных формул типа Грина для элек-

агнитных полей [10] с учетом формулы (1.110) следует, что 
рассеянное объектом поле в дальней зоне в точке с радиус-

ктором

r

rr 0
0

00
0

0

 

тром
V  

 0rrr rr
⋅=  имеет асимптотическое (при +∞→a , +∞→r ) ве

представление: 
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в котором векторы сраE
r

, расH
r

 составляют комплексную диа-

грамму ра  – поле, рассеиваемое в направ 0rrссеяния лении  (в даль
дении на  волны (1.110). При этом 

 

-
ней зоне) при па  V  плоской

( ) ( )( ) ( ) dSxr
r

⋅E , ( )rkjexpKrrKkjp,Rr
S

рас rrrrrrrr
−⋅−

ε
μ

−= ∫ 0
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( ) ( ) ( )( )dSxrkjexpp,Rrрас r
  Krkj

S

rr r r rrr
×0

0 ⋅−−= ∫ 0
0

00H , (1.113) 

 

где  полнHnK
rrr

×= ,  полнH
r

 – полное  поле  вызванное падающей 
лоской волной (1.110). 

Из принципа взаимности в его обычной формулировке: 
 

  

п

( ) ( )q,raEpp,arEq расрас rrrrrrrrrr
⋅=⋅ , (1.114) 

асимптотической формулы (1.112) и соотношений 
 

 
0rrrr ⋅
r

= ,     0Raa
rr

⋅−=  
 

вытека ея-
ния: 

ет принцип взаимности для комплексных диаграмм расс

 

  ( ) ( )q,rRpp,Rrq расрас rr rr rr r r r r0000 −−⋅=⋅ EE . (1.115) 

Равенства (1.114), (1.115) имеют строгий характер, пред-
ставляют собой строгое следствие уравнен й Максвелла. Выяс-
ним, как обстоит дело с выполнимостью равенства (1.115) в случае 

и, при кирхгофовской аппроксимации в формулах (1.113) 
ной плотности поверхностного тока 

 

 

и

рассеянных полей, рассчитываемых в приближении физической 
оптик
эквивалент

( ) ( )p,RxHnxK rrrrrrr 002 ×≈  
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на той части ( ) SRS ⊂′ 0r , где 00 >⋅Rn
rr  ( nr – орт внутренней нор-

мали) и ( ) 0≈xK rr
 на дополнительной части ( )0RS\S

r
′ . В этом 

приближении 
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В  случае  однопозиционной  локации,  когда  

−+ 0 
 

00 Rr
rr

=− , 
поверхности ( )0RS

r
′  и ( )0rS r

−′  совпадают и при этом 

( ) ( ) 000000000 =⋅−=⋅− rRRrRrrR rr r r rr r r , так что 
 

  ( ) ( )( ) Iprrpkjp,Rrрас ⋅⋅−=
rrrrrrrr 00

0
00 2E , (1.118) 

( ) ( )( ) Iqrrqkjq,rRрас ⋅⋅−=−−
rrrrrrrr 00

0
00 2E ,   

где 
 

(1.119) 
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RkjexpI
RS
∫
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=
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0
0 2

r
.dSxnR ⋅⋅ 0 rrrr
 ( .120)   1

 

Из (1.118), (1.119) следуют (для случая 00 R
r

rr =− ) равенства: 
 

( ) ( )=−−= q,rRpp,Rrq расрас r rr rr r r r r r0000 EE  

( ) ( )( ) Iprqrqpkj ⋅⎥⎦
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Таким образом, в однопозиционном 
(1.117) имеет место и для рассеянных полей, рассчитанных в при-
лижении физической оптики. 

случае равенство 

б
В случае же бистатической локации ( )00 Rr

rr
≠−  интегриро-

вание  (1.118), (1.119) проводится по разным, несовпадающим 
многообразиям (и  при этом  не  совпадают,  вообщ   говоря,  и 
подынтегральные функции, домноженные скалярн соответствен-
но на

в
е

о 
 qr  и pr ). 

о

 важным  
разнес  в совреме

обоснования.                                

и ее связь с ЭПР двумерных объектов 

Таким бразом, принцип взаимности  в  бистатическом  
случае (в приближении физической оптики), вообще говоря, места 
не имеет. 

Этот вывод является тем более практически , что
енный прием занимает важное место нной радио-

локации, а физоптическое приближение с использованием сооб-
ражений взаимности представляет собой достаточно привычный 
подход, часто применяемый в электродинамических расчетах без 
должного 

 
1.6. Эффективная поверхность рассеяния (ЭПР) трехмерных 
объектов 

 
Пусть на объект конечных размеров, ограниченный по-

верхностью S , падает плоская волна 
 

( ) ( )( )xRkjexppxE rrrr
⋅−= 0

0
0 , 

 

( ) ( ) ( )( )xRkjexpRpxH rrrrr
⋅−

μ 0
0

 

 

ε
×= 0000

(излучение  радиолокатора),  где  0R
r

−   – орт луча,  идущего  в  
направлении от  радиолокатора к цели, а 0ppp rr

⋅=  – вектор поля-
00ризации Rp
rr

⊥ . , 
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Под ЭПР понимается величина, определяемая формулой 
[30]: 

 

  200

2

24
Ep

Ep
Rlim

распр

R rr

rr

⋅

⋅
π=σ

∞→
, (1.121) 

иемной 
 

где R − расстояние от рассеивателя до пр антенны, прpr  – 
единичны р, й векто указывающий направление поляризации -
емной 

 при
антенны, расE

r
 – поле, рассеянное объектом в направлении 

на приемную антенну. 
 образом, задача нахождения ЭПР рассеивателя фак-

чески сводится к задаче определения р
Таким

расEти ассеянного поля 
r

 в 
точке приема. 

Если ( )xE rr
, ( )xH rr

 – полное поле, то рассеянное поле 

( ) ( ) ( )xExExE рас 0rrr
−= , как это вытекает из леммы Лоренца, 

представится формулой 
 

( ) ( ) ( )(∫ −⋅=⋅ ⊥ eTрас q,xxxHxEqj
rr rrr

000 Eω  
S

  ( ) ( ))dSq,xxxE eT rrr
00

⊥⋅− H , 2) 
 

где 

(1.12

( q,e )xx rr (00E ,  )xxe rr
00  

диполя с вектор-моментом

q,H  – поле точечного электрического 

 qr , помещенного  точке 0 , располо-

женной где-либо вне S ,  

в

причем

x

 qr  – произволен по величине и 

Положим
направлению. 

 pq rr
= , и пусть радиус-вектор точки аблюдения н

00 RRx
rr

= . 

Заменим входящие в (1.110) вектор-функции ( )p,xxe rr
00E , 

( )p,xxe rr
00H  их асимптотическими выражениями при

 

 ∞→R  
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( ) ( ) ( )p,RxRk ee ~p,xx rrrrr 0
000 EE , 

 

0 Ω

( ) ( ) ( )p,Rxk~p,x ee Rx rrrrr 0
000 HH Ω , 0

 

где ( ) ( )
Rk
Rkjxp

0

0Ω

 

  

eRk
4π

= , 

( ) ( )( )XRkjexppkp,Rx Te rrrrrr
⋅−

μ
ω= 0

0
0

02
0

0
0E , ) 

ε
(1.123

 

  ( ) ( )( )XRkjexppkp,Rxe rrrrrr
⋅−ω−= ⊥ 0

0
2
0

0
0H , (1.124) 

 

      ( )pRRppT rrrrr
⋅−= 00 , pRp rrr

×=⊥ 0 .       
 

Формулы (1.123), (1.124) представляют поле линейно поля-
ванной плоской волны, приходящей из бесконечности с вол-

новым вектором 
ризо

( )0R
r

− . Эти асимптотические представления 
праведливы при   и    Sx∈ DR >>   где  – диаметр зондируемого 
ъекта (т.е. его наибольшее линейное измерение). 

Тогда рассеянное поле

 Dс
об

 ( )xE расr
 в дальней зоне будет иметь 

едующий вид: 
 

сл

( ) ( ) ( )( )⋅⋅−ωΩ⋅ω ∫
S

рас XRkjexpkRk~RREpj
rrrrr 0

0
2

0
0

  

0  

( )( ) ( ) SdxEpRxHp
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅×−

ε
μ

⋅⋅ ⊥⊥ rrrrr 0

0

0 , (1.125) 

 

где HnH
rrr

×=⊥ , EE
r

nr
r

×
r т нормали к S . 

В случае, если речь идет об идеально прово
=⊥  – ор

дящих рассеи-

вателя

, n

х, 0=
S

TE , и равенство ереходит в следующее: 

 
 

r
 (1.125) п
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( ) ( ) ( )( )⋅⋅−ωΩ⋅ω ∫
S

рас XRkjexpkRk~RREpj
rrrrr 0

0
2
00

0  

( )( ) .SdxHp
0

0

ε
μ

⋅⋅ ⊥rr   (1.126) 

Тем не енее, отмети е е, аналогичное 
форму

ей, граничные  
 точност

  

 

м м, что представл ни
ле (1.126), вытекает из (1.125) и в более широком классе 

рассеивател  свойства которых можно (с достаточной
степенью и) выразить условием импедансного типа: 

 

⊥

ε
μ

= HZET rr

0

0  на . (1.127) 

 

Именно, при граничном условии
мом, например, на границе тела с большой конечной проводимо-
тью, на границе некоторых типов радиопоглощающих материа-
лов, пр

  S

 вида (1.127) (выполняе-

с
именяемых в радиомаскировочных целях и др.) представ-

ление вектора ( )0RRE рас rr
 можно получить, заменив в формуле 

(1.126) в скалярном произведении ( )xHp ⊥⋅
rr  вектор pr  на вектор 

( )ZpRppZ
rrr r

×= 0 . 
Из формулы (1.126) следуе

идеально отражающего объекта. Так как 

+

т строгое выражение для ЭПР 

( ) pxEp =⋅ 0rr , то при 

1>  имеет место асимптотическое равенство 
 

>DR

( )
~4 20

20
2

Ep

RREp
R

рас

rr

rrr

⋅

⋅
π  

( )( ) ( )( )
2

00 1 μπ rr

0

0
02 SdxHp

p
XRkjexp~

S ε
⋅⋅−

λ
⊥∫

rr , 

 

откуда и выводим точную формулу для ЭПР: 
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( )( ) ( )( )
2

00
02

1 Hp
p

XRkjexp~III
S

μ
⋅⋅−

λ
π

σ ⊥∫
rrrr

. (1.128)   
0

0 Sdx
S ε

 

Применение точной формулы (1.128), требует предварительного 
нахождения плотности поверхностного тока ⊥H

r
 на каким-либо 

строгим методом (с помощью метода собственных функций, инте-
гральных уравнений и т.д.). 

В практике расчетов ЭПР радиолокационных целей доста-
точно  больших  зарезонансных  размеров  обычно  используют 
выражение плотности  поверхностного тока  

 S  

⊥H
r

 в  приближении 
рмулы (1.128) обще-

 

  

физической оптики, что приводит к замене фо
 расчетной формулой [7, 8]: известной

( )( )( )
2

00
02 24 SdRnXRkjexp~

освS

III
S

rrrr
⋅⋅−

λ
π

σ ∫ , (1.129) 

" 

 двумерной модели цилиндрического 
тела с 

  

 

где освS  – часть поверхности S , которую "освещает поле падаю-

щей плоской волны. 
Аналогично, в случае
направляющей линией l , не ограниченного вдоль образую-

щих и облучаемого плоской волной, фронт которой параллелен 
образующим – величина ЭПР, отнесенная к единице длины обра-
зующей 

 

( )
200

200

2
Ep

RREp
Rlim

рас

R

II
l rr

rrr

⋅

⋅
π=σ

∞→
. (1.130) 

 

та величина, как будет показано, в точной теории выражается 
-п

екартовой системы координат свя-

занные с цилиндрическим рассеивателем так, чтобы был 

Э
различным образом при Е- и Н оляризациях. 

Введем оси д 321 xxxO  

 орт 3er  
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параллелен образующим, а орт 0
1 Re

rr
=  (орт луча, идущего от цели 

к радиолокатору). При Е-поляризации 3
0 ep rr
= , при Н-поляризации 

примем 2
0 ep rr

−= . Заметим, что при ∞→R  и 00 Rp
rr

⊥  
 

( ) ( ) =
∞

∞−
30

0

2
0

3
0 xdRkkp~xdp,RRx rrr

 Ω
ε∫∫

∞

∞−

e
0
r

E

( )( ) ( ) ( )( )xRkjexpkRkpRkH
j
kp II

R
~ rrrr

⋅−
ε
μ

ωΩ
ε

−=
∞→

0
0

0

0
000

1
0

0

2
0

4
, 

(1.131) 
где 

( ) ⎟
⎠

⎜
⎝
⎛ π

−
π

−=Ω
4

2
4
1

0
0

0
jRkjexp

Rkj
RkII

 

Из (1.122) и (1.131) следу
 

( ) ( )

⎞ . 

ет 

( ) ( )( ) ,ldxRjexpH~RR ⋅−
μ⊥ 0

0
0

(1.132) 
где при Е-поляризации

kpkRkEp
l

IIрас rrrrrrr

ε
⋅Ω⋅ ∫

0

00
00

 3
0 ep rr
= , ueE 3

rr
= , 

 

  ( )
n
u

j
Hp

∂
∂

μω
−=⋅ ⊥

0

0 1rr , (1.133) 

 

 Н-поляризации 2
0 ep rr

−= , veH 3
rr

=а при , 
 

  ( ) ( )vRnHp 00 rrrr
⋅=⋅ ⊥ . (1.134) 

) и (1.132) 

  

 

Таким образом, в силу (1.130
 

( ) ( )( )
2

0
0

0

00 1
2 ∫ ⋅−

ε
μ

⋅
λ
π

=σ ⊥

l

II
l ldxRkjexp

p
Hp rrrr , (1.135) 
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где ( )⊥⋅Hp
rr 0  определя  (ется формулами 1.133), (1.134) в зависи-

ости от поляризации (параллельной или перпендикулярной). 
В приближении физической оптик

объекта 
 

м
и на освещенной стороне 

( ) ( )( )xRkjexpRnHpHp rrrr
⋅≈⋅ ⊥ 000 2 rrrr

⋅−
μ
ε

⋅=⊥ 0
0

0

00 2  

 

 формула (1.135) переходит в 
 
и

( ) ( )( )
2

0
0

0

2 ∫ ⋅−⋅
λ
π

≈σ
освl

II
l dlxRkjexpRn rrrr  . (1.136) 

Если рассеиватель
 экран, то

лы вместо

 

 – бесконечно тонкий идеально проводя-
щий  в точных формулах (1.128), (1.135) можно прово-
дить интегрирование по +S  и −S  (соответственно по +l  и −l ) при 
фиксированном направлении нормали. В результате в эти форму-

 ⊥H
r

 войдет ( ) ( )−⊥− HHK
+⊥=

r r r
: 

  ( )( )( )
2

0

000
2

1
∫ ε

μ
⋅⋅−

λ
π

≈σ
S

III
S Sd

p
KpxRkjexp
rrrr

, (1.137) 

( )( )( )
2

0

000
0

1
2 ∫ ε

μ
⋅⋅−

λ
π

≈σ
l

II
l ld

p
KpxRkjexp
rrrr

  . (1.138) 

Формулы же (1.130), (1.136) остаются, очевидно, без изменений. 
Нахождение ЭПР бесконечных (по образующим) цилинд-

рическ

вместе с чи ка

объ характере зависимости их ЭПР от частоты 

 

их тел – как приближенное, так и строгое – требует сущест-
венно меньшего объема вычислений, чем расчет ЭПР реальных 
трехмерных объектов, и,  тем, позволяет полу ть чест-
венно верные сравнительные выводы о рассеивающих свойствах 
различных ектов, о 
и других параметров. 
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Вместе с тем, как будет здесь показано, по "двумерным" 
Р, в определенных условиях, можно получать и 

ные оценки ЭПР реальных объектов. Продемонстрируем такую 
возможность, прежде всего, на анализе выражений для ЭПР ко-
чного цилиндрического идеально проводящего экр

извольной (незамкнутой) направляющей линией . , 

ЭП количествен-

не ана S  с про-
 l Предположим

что l  расположена в плоскости 21 xOx , причем на S  

22 3
dx ≤≤− , а орт ∑

=

θ=
3

1

0

i
ii coseR rr

. 

Введем в рассмотрение еще два орта: 
 

d

( )2211
3

0
1

1
θ+θ

θ
= cosecose

sin
R rrr

,    3233
0
2 θ+θ= sinecoseR rrr

. 

 

Тогда, в приближении физической оптики 
 

( )( ) ( ) =⋅⋅−
λ
π

≈σ ∫
2

00
02 24

S

III
S SdnRxRkjexp rrrr

 

( )( ) ( ) ⋅⋅⋅θ−
λ
π

= ∫
2

0
1

0
1302 24

l

ldnRxRsinkjexp rrrr
 

( ) =θθ−⋅ ∫
2d

sexp

2

333302 xdincosxkj  
− 2d

( )( )( ) ⋅⋅⋅−
λ
π

θπ
= ∫

2
0
1

0
11

13
221

l

ldnRxRkjexp
sin

rrrr
 

( )( ) ( )
22

2
3

−

d

d

xd
rr

, 

 

где

2
0
233

0
2022

∫ ⋅⋅−
λ
π

⋅ eRxeRkjexp rrr

 301 θ= sinkk , 31 θλ=λ sin  и, таким образом, 
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( ) ( )λσ⋅λσ
θπ

=σ ,R,R
sin

IIIIIII
S

0
221

0
11

3

1 rr
  . (1.139) 

 

Здесь ( )1
0
11 λσ ,RII r

 – ЭПР бесконечной цилиндрической поверхно-

сти с     и  образующими, параллельными  , 

зондируемой на длине волны 

направляющей l 3xO

31 θλ=λ sin , в направлении 0
1R
r

−  

(рис. 1.5). 
 

 
 

Рис. 1.5. Геометрия облучения бесконечной 
цилиндрической поверхности 

При этом 
 

3

1

θ
θ

=ϕ
sin
coscos , 

3

2

θ
θ

=ϕ
sin
cossin . 

 

Величина же ( )λσ ,RII 0
22

r
 есть ЭПР полосы ( 02 =x , 

22 3
dxd ≤≤− , )+∞<<∞− 1x , зондируемой в направлении 0

2R
r

−  

на исходной длине волны  (рис. 1.6). 
 

 λ

ϕ

2x  

O

0
1R
r

 

1

1x  
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Рис. 1.6. Геометрия облучения бесконечной
 

  полосы 

Практически соотношение (1.139) пригодно при достаточно боль-

ших углах 3θ . Предположим, например, что 26 3
π≤θ≤π , тогда 

( )ππ∈
θπ

2,1
sin

1

3
.  При облучении объекта    волной,  фронт 

которой параллелен образующим  цилиндра, имеем  

S

23
π=θ   и 

поэтому λ=λ1 , 00
1 RR

rr
= , 2

0
2 eR rr
= , 

 

  ( ) ( )λσ⋅λσ
πS 221=σ ,e,R IIIIIII 01 rr

. (1.140) 

 формулы 
выведенной в приближении физической оптики,  имеет место и 
если применить др
ческой оптики выражения для плотности поверхностного тока 

 

Интересно и важно отметить, что аналог (1.129), 

угие, более точные, чем в приближении физи-

( )xK
r

. 

Бу ос о дем считать д таточн большим лишь параметр 

(но не обязательно большими должны быть линейные 
рактеризующие ) и примем, что на фу

dk0  

размеры, 
ха нкция  l  S  ( )xK

r
 совпада-

ет при 22 3x ≤≤−  с плотностью поверхностного тока 

( )21 x,xK II

dd
r

, возбуждаемого на соответствующей бесконечной ци-

линдрической поверхности. Примем также, что 
23
π

=θ , причем в 

3θ

1xO

2x

2d

0
2R
r

2d−
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плоскости 21 xOx  орт 0R
r

 ориентирован любым образом; вектор 

же pr  орие н  в плоскости, нормальной кнтирова произвольно  0R
r

. 
Тогда, пользуясь точной формулой (1.137), получим: 
 

( )( )( ) =
ε
μ

⋅
π

σ
−

2

3
0

00 1

d

III
S xdld

p
Kp
rrrr

 ⋅−
λ

= ∫ ∫
2

2

0
02

l

d

IIxRkjexp

( )( )( ) .dld
pl

2

0
0

21
2 λ

π
ε
μ

λπ ∫
rrrr

 

Это означае в рассматриваемом приближении 
 

KpxRkjexp II 20001
⋅⋅⋅−

π
=  

т, что 

  ( ) ( )λσ⋅λσ
π

=σ ,ep,,R IIIIIII
S 22

00
1

1 rrr
, (1.141) 

 

причем в отличие от (1.139), здесь – точное значение двумер-

ной ЭПР, а  – то же, что и в (1.139) приближенное значение 
ЭПР плоской полосы при нормальном ее облучении. Существенно 
то, что в  (1.141) величина , а значит и стоящее в  

части значение ЭПР реального объекта зависит от орта поля-

II
1σ  

II
2σ

 
формуле  II

1σ левой

 III
Sσ  

ризации 0pr , который, как указывалось, может быть выбран произ-

вольно ( условиипри  00 Rp
rr

⊥ ). 

Таким образом, рассчитав точно ЭПР 1σ  двумерной моде-
и (с этой целью решив соответствующее интегральное уравнение 

 II

л
относительно плотности наведенных поверхностных токов 

( )xK IIr
),  по ормуле (1.141)  находим  более  точное  и  более 

информативное (в частности, в отношении зависимости от поляри-
зации зондирующей волны) выражение ЭПР реального объекта. 

Точно таким же способом, каки ыведено соотношение 
(1.140), получается еще одно аналогичное  структуре равенство, 

 ф

м в
 по
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в левой части которого точное значение III
Sσ , получаемое по фор-

муле (1.137) при истинном распределении ( )xK
r

, а ЭПР двумер-

ной модели  II
1σ  вычисляется по точной формуле  (1.138),  но  с 

использованием приближенного выражения плотности тока 
( )21 x,xK IIr

, получаемого ус еднением р ( )xK
r

 по координате 3x : 

  ( )

 
 

( )∫=
2

321
1

d

II xdxK
d

x,xK
rr

. (1.14
− 2

d

 

Это замечание имеет скорее теоретический, чем расчетно-
практический смысл: равенство  (1.141)  о ывается точным, если 
плотность  поверхностного  тока  в  двумер одели  заменить 
интегральным едним (1.142). На практике, конечно, имеет более 
важное значение приближенное равенство (1.141) в его первона-

 выше трактовке. 
нец заметим, что во всем п енном в связи с 

2) 

каз
ной  м

 ср
 

чальной, описанной
Нако ровед фор-

мулой  (1.141)  рассмотрении    может  представлять  собой  не 
иночную линию, а совокупность нескол

, поверхность    –  совокупность  нескольких
ких  поверхностей  с  образующими,  параллельными оси . 

м и с  

l
од ьких дуг и, соответст-
венно   цилиндриче-
с

S
 3xO

Например, речь ожет дти о расчете – посред твом формулы 
(1.141)  –  ЭПР двухзеркальной  антенны  при  ее  зондировании 
извне:  решив  систему  интегральных  уравнений  относительно 
токов на системе зеркал 1l , 2l  и получив токи IIK1

r
, IIK2

r
 с учетом 

всех внутрисистемных взаимодействий и резонансов, вычисляем 
ЭПР ан IIIтенной системы Sσ  по формуле (1.141). 

В случае рассеивателей, представляющих собой "поверхно-
сти двоякой кривизны", у которых (в отличие от цилиндрических 
поверхностей) ни одн  из главных кривизн не равна нулю тожде-
ственно, резонансные эффекты зависимости ЭПР от частот е 

а
ы н

могут быть рассчитаны посредством двумерных моделей. 
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Возникающие в подобных задачах трудности и некоторые 
подходы к их преодолению рассмотрим на простом примере ЭПР 
бесконечно тонкого идеально проводящего параболоида вращения 
при его зондировании в осевом направлении. 

Осевое зондирование параболоида S , уравнение которого 
2
2

2
132 xxxq += , причем 22

2x приводит (в при-

ближен

2
1 ax ≤+  и 10 >>ak , 

ии физической оптики) к ЭПР 
 

  ( )dkcosqIII
S 0

2 212 −π=σ , 1  (1.143) 
 

где  qad 22=  – возвышение  краевых точек рассматриваемого 

экрана

получаем (в том же 

физопт к 
зующей значен

 над плоскостью 21 xOx . 
В соответствующей же двумерной задаче при зондировании 

в осевом направлении параболического цилиндра с направляющей 
линией  l ,  уравнение которой  2

132 xxq = ,  

ическом приближении) отнесенное единице длины обра-
ие ЭПР 

 

(  ) ( )dkS 0
2 2+ , (1.144) [ ]dkCqtdeq

dk
tjII

l 0
2

2

0

244
2

π==σ ∫
2

 

где ( )xC , ( )xS  – интегралы Френеля [31]. 

Как функции частоты (или волнового числа 000 μεω=k ) 

величины (1.143), (1.144) имеют быстроосциллирующий характер, 
причем амплитуда этих колебаний рном случае (формула 
(1.144)) затухает при увеличении частоты и уже при 100 ≥dk  

qII
l π≈σ . 

 в двуме

                                                 
1 Простые подсчеты, дающие выражение (1.143) и приводимое ниже значение 
(1.144) ЭПР двумерной модели, мы опускаем 
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Для трехмерного же объекта осцилляции ЭПР, выражаемой 
венством (1.143), не гаснут и в высокочастотной обла

этом, небольшие колебания частоты могут очень заметно изменить 
; резонансные эффекты, имеющие здесь место при , 

ловл ы на и при

исчеза

 

ра сти, при 

σ III
S  10 >>ak

dk 0 ,  00 →dk  обус ен личием второго параметра, 

ют. 
Однако, вместо такой неустойчивой, подверженной слу-

чайным колебаниям величины как III
Sσ , можно ввести ее усред-

ненное по частоте значение  

( ) ( )( )∫ =−
−

π=σ
2

1

00
12

2
21 2112

k

k

III
S kddkcos

kk
qk,k , 

( ) ( )
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−π=
dkk

dksindksinq
12

22

2
2212 , 

 

которое 

1

при достаточно больших значениях параметра 
k22 −( )dk1  является близким к постоянной величине: 

 

  ( )1 2k,kIII
S πσ

 

2
2 q≈ . (1.145) 

Аналогично, при таком усреднении 
 

  ( ) qk,kII
l π≈σ 21 , (1.146) 

 

так, что имеет место соотношение: 
 

( ) ( )[ ]2
2121 ,, kkkk lS σ

π
≈ . (1.147) 

1

  2 IIIIIσ

 

Равенства  (1.139) ,  (1.140),  (1.141),  (1.147),  выражающие 
Р  различных  объектов  и  притом

                                              
ЭП   рассчитанные  на  основе 
   

63 π≥1 При достаточно большом 3θ ; например . θ
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Глава 1. Развитие электродинамической теории рассеяния …  
 

разных методик, обладают общностью структуры и следующей 
личественной закономерностью: Э
иксированной частоте – в нерезонансном случае, или же значе-

аличии резонанса) представля-
 произведением соответствующих2 "двумерных" ЭПР (или же 

реднений по частоте) на некоторый безр
бычно порядка нескольких десятых, зависящий, вообще говоря, 
от кон

ко ПР трехмерного объекта (при 
ф
ние, усредненное по частоте – при н
ется
ус азмерный коэффициент 
о

фигурации рассеивающего объекта, направления зондиро-
вания и поляризации зондирующего сигнала. 

Можно продемонстрировать выполнение этой количест-
венной закономерности на большом числе конкретных примеров, 
как в приближении физической оптики, так и на основе более точ-
ных аппроксимаций поверхностного тока (в частности, на основе 
метода краевых волн [7, 8]). 

Например, в приближении физической оптики ЭПР пло-
ской  фигуры  S   (произвольной  формы)  при  зондировании  в  
направлении нормали 

 

2
2

а параметр 

2
1

2
2

2
2

2

2
444 ddSSd

S

III
S γ

λ
π

=
λ
π

=
λ
π

=σ ∫∫ , 

где 1d , 2d  – размеры какого-либо прямоугольника, касательным 
образом охватывающего S , есть отношение к S  γ  

21 ак что 10 ≤dd , т γ< . С другой стороны, двумерные ЭПР каса-

тельных к S  полос ("лент") с поперечными размерами d , d  
 

1 2

11
2 dII

λ
π

=σ , 22
2 dII

λ
π

=σ , 

 

и поэтому 

                                                 
2 Речь идет о погонных ЭПР двух цилиндрических поверхностей, образующие 
которых взаимно перпендикулярны, а направляющие линии определены гео-
метрией исходного объекта. 
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  IIIIIII
S 21

2
σσ

π
γ

=σ . (1.148) 

стном случ ового или эллиптического диска безразмер-

ный коэффициент 

 

В ча ае круг

16
2

π=γ . π
В заключение необходимо подчеркну , что сформулиро-

ванное  выше  количественное  связывающее  ЭПР 
реальных трехмерных объектов  значениями  ЭПР  двумерных 

трого установлено лишь по отношению к некоторым 
пам зондируемых объектов и при

ложениях о направлениях зондирования и методике аппроксима-

е можно рассматривать как эвристический под-
ход к п

ть
соотношение,  
со

моделей, с
ти  точно оговоренных, предпо-

ции плотности поверхностного тока. В других же задачах, выхо-
дящих за пределы строго проведенных здесь рассмотрений, ука-
занное соотношени

олучению ориентировочных оценок величины ЭПР. 
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