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и H
r

 приводиться не будет. 
В приближении физической оптики поле на "неосвещен-

ной" поверхности объекта тождественно равно нулю. Поэтому, 
заменив поверхность 1S  ее освещенной частью 1S′  и подставив 

найденные выражения для ( )xE
~ rr

, ( )xH
~ rr

 в (2.3), получим прибли-
женное выражение для рассеянного поля: 

 

  ( ) ( ) ( ) ( )( )dSxikexpxf
R

RjkexpjkrREp
S
∫

′

Ω
π

−≈⋅
1

  
 4

  0
0

0
0 rrrrr , (2.14) 

 

где ( ) ( ) ( ) ( )0rpxepxhxf rrrrrrrr
×⋅+⋅= , ( ) ( ) xrRx rrrr

⋅−=Ω 00 , 

( ) ( ) ( )[ ]1100 pRpRnxh rrrrrrr
×+××= , ( ) ( )10 ppnxe rrrrr

+×= . 
Вычисление интеграла, входящего в (2.14), требует приме-

нения специальных кубатурных формул, так как его подынте-
гральная функция является быстроосциллирующей. В [51] были 
получены кубатурные формулы  для  аналогичных  интегралов, 
основанные на линейных аппроксимациях функций ( )xf r  и ( )xrΩ . 

 
2.2.2. Кубатурная формула для поверхностных интегралов 
от быстроосциллирующих функций 
 

Зададим на поверхности 1S′  систему точек ( )n,...,,iAi 21= , 

плотно расположенных на поверхности. При этом точки могут 
быть заданы нерегулярным образом, что является весьма полез-
ным, а иногда, и необходимым условием при аппроксимации 
гладких участков поверхности реальных объектов. Известны так-
же значения функций ( )xf r  и ( )xrΩ  в этих точках. В этом случае 

можно произвести триангуляцию – покрыть область 1S′  системой 

треугольников ( ) ( )m,..., ΔΔ1  с вершинами в точках { }iA  с тем, что-

бы приближенно представить интеграл M , входящий в (2.14) 
суммой интегралов по { }iΔ : 
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  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )
∫∑∫
Δ=′

Ω≈Ω=
i

dSxjkexpxfdSxjkexpxfM
m

iS

     0
1

0
1

rrrr . (2.15) 

 

Приближенность представления (2.15) обусловлена двумя 
причинами: заменой  1S′   плоскими  треугольниками, если сама 

поверхность неплоская, и неточностью аппроксимации 1S′  систе-
мой треугольников { }iΔ  вблизи края 1S′ , вызванного, например, 

наличием нерегулярностей поверхности объекта (рис. 2.13). 
 

 

Рис. 2.13. К вопросу о точности аппроксимации гладкой 
поверхности с помощью треугольников 

 
Рассмотрим интеграл ΔM  по плоскому треугольнику Δ  с 

вершинами 210 A,A,A , радиус-векторы которых 210 a,a,a rrr . Опишем 

положение произвольной точки Δ∈xr  посредством ее "барицен-
трических" координат: 

 

  221100 aWaWaWx rrrr
++= , (2.16) 

 

где 210 W,W,W  – неотрицательные параметры, такие, что 

1210 =++ WWW . Тогда выражение (2.16) можно переписать в виде 
 

  ( ) ( ) 0022011 aaaWaaWx rrrrrr
+−+−= . (2.17) 
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В рассматриваемом интеграле  
 

  ( ) ( )( )
( )

dSxjkexpxfM   0∫
Δ

Ω=Δ
vv  (2.18) 

 

воспользуемся (2.17) и перейдем к барицентрическим координатам 

21 W,W : 
 

  [ ] [ ]( ) 2121021
21

    
 

x 
 
 dWdWWWjkexpW,Wf

WW
xM ,∫∫

Σ

Ω
∂
∂

×
∂
∂

=Δ

vv
, (2.19) 

где 
 

  [ ] ( ) ( )( )002201121 aaaWaaWfW,Wf rrrrr
+−+−= , (2.20) 

  [ ] ( ) ( )( )002201121 aaaWaaWW,W rrrrr
+−+−Ω=Ω , (2.21) 

 

Σ  – единичный треугольник, представленный на рис. 2.14. 
Множитель перед интегралом в (2.19) представляет собой 

удвоенную площадь треугольника Δ  
 

  Δ=
∂
∂

×
∂
∂ S

WW
x 2

 
x 

 
 

21

vv
. (2.22) 

 

 
Рис. 2.14. Единичный треугольник в барицентрических 

координатах 
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Кубатурную формулу для интеграла ΔM  можно получить с 

помощью аппроксимации поверхностей [ ]21 W,Wf , [ ]21 W,WΩ  плос-

костями, проходящими через три точки: [ ]( )01 0 1 ,f,, , [ ]( )10 1 0 ,f,, , 

[ ]( )00 0 0 ,f,,  и [ ]( )01 0 1 ,,, Ω , [ ]( )10 1 0 ,,, Ω , [ ]( )00 0 0 ,,, Ω , соответствен-
но. В этом случае (2.20) и (2.21) могут быть представлены в виде 

 

  [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ) [ ]0000010001 2121 ,fW,f,fW,f,fW,Wf +−+−≈ , (2.23) 
 

  [ ] [ ]00021210 ,kqWpWW,Wk Ω++≈Ω , (2.24) 
 

где [ ] [ ]( )00010 ,,kp Ω−Ω= , [ ] [ ]( )00100 ,,kq Ω−Ω= . 
 

В этом случае для интеграла ΔM  можно записать следую-

щее выражение: 
 

[ ]( ) [ ] [ ]( )( +−Ω≈ ΔΔ 100 000100  2 I,f,f,jkexpSM  

  [ ] [ ]( ) [ ] )0001 000010 II ,f,f,f +−+ , (2.25) 
 

 

где величины 100100 III ,, , могут быть вычислены с помощью сле-

дующих интегралов 
 

( )( ) 2

1

0
21

1

0
100    

1

dWqWpWjexpdW
W

I ∫∫
−

+= , 

( )( ) 2

1

0
21

1

0
1110    

1

dWqWpWjexpdWW
W

I ∫∫
−

+= , 

  ( )( ) 1

1

0
21

1

0
2201    

2

dWqWpWjexpdWW
W

I ∫∫
−

+= . (2.26) 

 

Вычислив интегралы, получим следующие окончательные 
выражения: 
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 (2.27) 

 

которые, совместно с соотношением (2.25) дают представление 
интеграла ΔM  с помощью кубатурных формул. 

Используя, далее, представление (2.14), с помощью формул 
(2.15), (2.25), (2.27) можно рассчитать поле, рассеянное гладкой 
частью 1S  поверхности объекта. Для приблизительной оценки не-
обходимой плотности разбиений можно воспользоваться приве-
денной в [52] оценкой. 

В рассматриваемом высокочастотном диапазоне поле, рас-
сеянное гладкой частью поверхности объекта, является быстроос-
циллирующей функцией частоты, что обусловлено сильно изме-
няющейся картиной зон Френеля на поверхности объекта даже 
при незначительном изменении частоты зондирующего сигнала. 
Поэтому для того, чтобы получить устойчивые значения амплиту-
ды рассеянного поля (используемого при вычислении ЭПР), необ-
ходимо провести усреднение этой величины в некотором частот-
ном диапазоне зондирования. Также, несмотря на определенные 
преимущества применяемой кубатурной формулы, с уменьшением 
длины волны облучения, как и  следовало  ожидать,  возрастает 
необходимое количество разбиений поверхности интегрирования. 
Проблема состоит в том, что для объекта очень больших электри-
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ческих размеров (каковым является, например, самолет) весьма 
сложно провести достаточно мелкое разбиение поверхности. В 
этом случае приходится удовлетворяться усредненными по полосе 
частот значениями рассеянного поля и ЭПР. Как показывают рас-
четы, проведенные для объектов простой формы (сфера, эллипсо-
ид), зафиксировав количество разбиений поверхности, можно так 
подобрать ширину полосы частот (с заданным наперед средним 
значением), что значение, полученное усреднением ЭПР по этой 
полосе, достаточно близко к соответствующему среднему значе-
нию для реальной поверхности. 

 
2.2.3. Асимптотический метод расчета вторичного излучения 
гладких  участков  поверхности  объекта  в  бистатическом 
случае 
 

Изложенная в п.п. 2.2.1,  2.2.2  методика численного расче-
та вторичного излучения гладких участков поверхности объекта 
основана на использовании специальных кубатурных формул для 
интегралов от быстроосциллирующих функций. Эта методика 
представляет собой разновидность "токового" метода. 

В настоящем пункте рассмотрим альтернативную методику 
расчета, основанную на получении "лучевых" асимптотик соответ-
ствующих интегралов, в общем бистатическом случае. 

Из формулы (2.3)  (п.2.2.1)  можно получить следующее 
выражение для рассеянного гладкой частью 1S  поля: 

 

  ( ) ( )0
0

0

0
0 41

rI
R

RkjexpkjES
rrr
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μ

−= , (2.28) 

 

где 
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. (2.28') 

 




